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PHAN I. KHOI DA DIEN

1. KHOI LANG TRU VA KHOI CHOP

e Khdi lang tru (chdp) la phan khong gian duwoc gidi han boi mot hinh lang tru (chop)
ké ca hinh lang tru (chép) dy. Khoi chép cut la phan khong gian dwgc gidi han boi
mot hinh chép cut ké ca hinh chép cut ay.

e Diém khong thudc khdi lang tru (khoi choép, khoi chop cut) duoc goi 1a diém ngoai
cua khoi lang tru (khéi chop, khéi chdp cut). Biém thudc khéi lang tru nhung khong
thudc hinh lang tru tng vdi khdi lang tru (khéi chop, khéi chop cut) dé dwoc goi la
diém trong ctia khdi lang tru (khdi chop, khéi chop cut).

2. KHAI NIEM VE HINH DA DIEN VA KHOI DA DIEN

2.1. Khai niém vé hinh da dién
e Hinh da dién (goi tit 1a da dién) la hinh duoc tao boi mét s& hiru han cac da giac
thoa man hai tinh chat:
* Hai da giac phan biét chi ¢ thé hodc khong c6 diém chung, hodc chi ¢6 mot dinh
chung, hodc chi c6 mot canh chung.
* MBoi canh ctia da giac nao ciing la canh chung ctia ding hai da giéc.
e MaJi da giac goi 1a mdt mat ctia hinh da dién. Céc dinh, canh cta cac da giac &y theo

th tu duoc goi la cac dinh, canh ctia hinh da dién.

T o \

‘-\\_\-\ Canh — ¢

/ Mit

2.2. Khai niém vé khoi da dién
e Khoi da dién la phan khong gian duoc gidi han boi mét hinh da dién, ké ca hinh da

dién do.
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e Nhitng diém khong thugc khdi da dién duwgc goi la diém ngoai cua khoi da dién.
Nhiing diém thudc khoi da dién nhung khong thudc hinh da dién dé duoc goi la
diém trong cua khoi da dién. Tap hop cac diém trong duoc goi la mién trong, tap
hop nhitng diém ngoai duoc goi la mién ngoai ctia khéi da dién.

e MBoi hinh da dién chia cac diém con lai ctia khong gian thanh hai mién khong giao
nhau la mién trong va mién ngoai cua hinh da dién, trong d6 chi ¢ mién ngoai la

chita hoan toan mot duong thang nao dé.

Mién ngoai )
Diém trong

Diém ngoai

AN

3. HAI DA DIEN BANG NHAU

3.1. Phép doi hinh trong khong gian
Trong khong gian, quy tac dit twong ting mdi diém M véi diém M' xac dinh duy nhat
duoc goi la mot phép bién hinh trong khong gian.
Phép bién hinh trong khong gian dugc goi 1a phép doi hinh néu né bao toan khoang cach
gitra hai diém tuy y.
* Mot s phép doi hinh trong khong gian:
3.1.1. Phép tinh tién theo vecto

Noi dung Hinh vé

La phép bién hinh bién mdi diém M thanh M' sao cho - w
MM'=7. //"
M

3.1.2. Phép ddi xitng qua mit phang (P)

Noi dung Hinh vé

M

La phép bién hinh bién mdi diém thudc (P) thanh chinh no,

bién mdi diém M khong thudc (P) thanh diém M' sao cho / h

(P) la mat phang trung triec cia MM '.

Néu phép ddi xting qua mit phang (P) bién hinh (H ) thanh

chinh né thi (P) duoc goi la mat phang ddi xting ctia (H )

Swu tim va bién tip: Trin Hoang Long — GV Chuyén Luyén Thi THPTQG — 0907822142 Page 55
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3.1.3. Phép ddi xitng qua tim O

Noi dung Hinh vé

La phép bién hinh bién diém O thanh chinh né, bién moi

diém M khac O thanh diém M ' sao cho O la trung diém MM /M-
o
M

Néu phép déi xtmg tim O bién hinh (H) thanh chinh nd thi

O dwoc goi la tam ddi xténg cua (H )

3.1.4. Phép d6i xttng qua dwong thang A (phép déi xing truc A)

Noi dung Hinh vé

La phép bién hinh bién moi diém thudc duong thang A A
thanh chinh né, bién mdi diém M khong thudc A thanh diém
M " sao cho A la dwong trung trieec cia MM'.

Néu phép d6i xting truc A bién hinh (H) thanh chinh né thi |

A duoc goi la truc d6i xting cua (H )

* Nhan xét:
e Thuec hién lién tiép cac phép doi hinh sé duwgc mot phép doi hinh.
e Phép doi hinh bién da dién () thanh da dién (H'), bién dinh, canh, mét cta (H)

thanh dinh, canh, mt twong tng cua (H').

3.2. Hai hinh bang nhau
Hai hinh da dién dwoc goi 1a bang nhau néu c6 mdt phép doi hinh bién hinh nay thanh
hinh kia.
4. PHAN CHIA VA LAP GHEP CAC KHOI PA DIEN

Noi dung Hinh vé

Néu khéi da dién (H) 1a hop ctia hai khéi da dién (H, ),

(HQ) sao cho (Hl) va (HQ) khong c6 chung diém trong nao

b

thi ta noi c6 thé chia dwoc khéi da dién (H) thanh hai khoi

da dién (H,) va (H,), hay c6 thé 1ap ghép hai khdi da dién L V

(Hl) va (HZ) véi nhau d€ dwoc khoi da dién (H) ;N

(H)

5. KHOI PA DIEN LOI
5.1. Khoi da dién 16i
Mot khoi da dién duoc goi la khoi da dién 16i néu voi bat ki hai diém 4 va B nao cuand

thi moi diém cua doan 4B clng thudc khéi do.
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E
."_ D

N B".II'E'

4
F

Khéi da dién 16i Khdi da dién khong 16i

5.2. Khoi da dién déu
5.2.1. Pinh nghia
e Khoi da dién déu la mot khoi da dién 16i ¢6 hai tinh chat sau day:
» Cac mat la nhitng da giac déu n canh.
= Madi dinh 1a dinh chung cta dtng p canh.
* Khi da dién déu nhu vay goi la khdi da dién déu loai {n, p}.
5.2.2. Dinh li
Chi c6 5 loai khdi da dién déu. D6 1a loai {3;3}, loai {43}, loai {3;4}, loai {5;3}, loai {3;5}.
Tuy theo s6 mat ctia ching, 5 khéi da dién trén Tan luot cé tén goi la: Khoi t¢ dién déu; khoi
lap phuong; khéi bat dién déu; khdi muoi hai mdt déu; khoi hai muwoi mat déu.
5.2.3. Bang tom tat ctia nim loai khéi da dién déu
Khoi da dién déu So So So Loai S6 MPDX

dinh canh | mat

Tt dién déu v 4 6 4 (33} |6

Khéi 1ap phuong 8 12 6 {4; 3} 9
Bat dién déu 6 12 8 { 3 4} 9

Mudi hai mit déu 20 30 12 (5:3) |15
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12 30 20 { 3; 5} 15

Hai muwoi mat déu

Chi §: Gia st khéi da dién déu loai {n,p} c6 D dinh, C canh va M mit.

Khi do: |pb =2C = nM|

5.3. Mot s6 két qua quan trong vé khdi da dién 16i
5.3.1. Két qua 1
Cho mot khoi tir dién déu. Khi dé:
o Ciéc trong tam cuia cadc mat ctia nd la cac dinh cua mot khdi tir dién déu;
e Cac trung diém cua cac canh ctia né 1a cac dinh ctia mét khoi bat dién déu (khdi tam
mat déu).
5.3.2. Két qua 2
Tam cua cac mat cia mot khéi lap phuong la cac dinh cia mét khéi bat dién déu.
5.3.3. Két qua 3
Tam cta cac mat cia mot khdi bat dién déu la cac dinh ciia mot khéi 1ap phuong.
5.3.4. Két qua 4
Hai dinh ctia mot khoi bat dién déu dugce goi la hai dinh d8i dién néu ching khong cung
thudc mot canh ctia khdi d6. Poan thang ndi hai dinh d6i dién goi 1a dwong chéo ctia khéi
bat dién déu. Khi do:
e Ba duong chéo cat nhau tai trung diém ctia mdi duong
¢ Ba duong chéo d6i mot vudng goc voi nhau;

e Ba dudng chéo bang nhau.

6. THE TICH KHOI DA DIEN

6.1. Thé tich khéi chop

Noi dung Hinh vé
&5

1

= g day”

vV h

e S :Dién tich mat day. il
“ A |
e h:D0 dai chiéu cao khsi chop.

v, 21y S

S.ABCD 3 (S,(ABCD))' ABCD "

o

6.2. Thé tich khéi lang tru

Noi dung Hinh vé
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V=8, h

e S g Dién tich mat day.

e h:Chiéu cao cua khoi chop.

Luu y:

Lang tru dung c6 chiéu cao chinh 1a canh bén.

BT

." 1-

6.3. Thé tich khéi hop chir nhat

Noi dung

Hinh vé

D

b

b

6.4. Thé tich khéi 1ap phuong

Noi dung

Hinh vé

1 D

B f= | <

B ' Fal

6.5. Ti so thé tich

Hinh vé

Noi dung
VS.A'B'C' _

_ 54 SB 5S¢
1% SA SB SC

S.ABC

Thé tich hinh chép cut ABC.A'B'C’

Vé6i B, B',h1a dién tich hai day va chiéu cao.

Vv :%(B+B'+ BB')

6.6. Mot s6 chu y vé do dai cac dwong dic biét

¢ DPuong chéo cta hinh vudng canh « la a2

e Duong chéo cua hinh lap phuong canh a la: a\/g
e Duong chéo cta hinh hop chit nhat c6 3 kich thude a,b,¢ la: Va* +b° + ¢

¢ Duong cao ctia tam giac déu canh o la:

av3
2




TONG HQP LY THUYET VA CONG THUC TINH NHANH HINH HQC 12

7. CAC CONG THUC HINH PHANG

7.1. Hé thitc lwong trong tam giac

7.1.1. Cho A4ABC vuodng tai 4, duong cao AH
e AB*+AC® =BC(C? A
e AB’=BH.BC

o AC’=CHBC
o AH.BC =ABAC

e AH?=BH.HC

1 _ 1 N 1
AH?* AB® AC?
e AB=DBC.sinC =BC.cosB=AC.tanC = AC.cot B
7.1.2. Cho AABC c6 d6 dai ba canh 1a: a,b,c dd dai cac trung tuyén 1a m,,m,,m, ban kinh

duong tron ngoai ti€p R ; ban kinh dwong tron ndi ti€p » ntta chu vi p.
e Dinh li ham s0 cosin:

o’ =b>+c*-2bc.cosA; b =c +a’ —2ca.cosB; ¢ =a’ +b° —2ab.cosC

e Dinh li ham s sin:

a b c
—=——=—"-=2R
sinA sinB sinC
e Do dai trung tuyén:
2_l)2+c2 a’ 9 cz+a2_b2' 2_aZer2 ¢

m; ;m, ym. =
2 4 2 4 2 4

7.2. Cac cong thirc tinh dién tich
7.2.1. Tam giac

. Szla.h =1b.hb=lc.h
2 2 2

c

e §= lbcsinA = 1ca.sinB = lozbsinC’
2 2 2

[ ] S:a—bc
4R
o S=pr

¢ 5ol

ABAC BC.AH
2 2

a3

4

e AABCvuodngtaid: S =

e AABC déu, canh a: AH:%, S=

7.2.2. Hinh vuéng

e S=d (a: canh hinh vuong)
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7.2.3. Hinh chitr nhat

e S=uab (a,b: hai kich thwdce)
7.2.4. Hinh binh hanh

e S=dday x cao = 4B.AD. sin BAD
7.2.5. Hinh thoi

e S= AB.AD.sin BAD = %AC.BD
7.2.6. Hinh thang
. 5= %(a +b)h (a,b: hai déy, h: chieu cao)
7.2.7. Tk giac c6 hai dwong chéo vuoéng goc AC & BD
. 5= %A C.BD

8. MOT SO CONG THUC TINH NHANH THE TiCH KHOI CHOP THUONG GAP

Noi dung Hinh vé

Cho hinh chép S4BC véi cadc mat phang
(SAB),(SBC).(SAC) vuéng géc véi nhau timg doi mét,
dién tich cac tam giac SAB,SBC,SAC lanlwgtla S .S .S

1799793
{255, .S,
Khido: Vg ,p0 =—F%—

3
Cho hinh chép S.4BC c6 SA vudng goc véi (ABC), S
hai mgt phang (SAB) va (SBC) vudng goc véi nhau, Y
BSC =a,ASB=j3. n- c
Khidé: V., = SB3.sin122a. tan S

Cho hinh chép déu S.4BC c6 day ABC la tam giac déu

canh bs?mg a, canh bén bﬁmg b.

., a’\3b® —a’
Khidé: V, ,, =222 ¢
' 12
Cho hinh chép tam giac déu S.4BC c6 canh day bang a s
va mit bén tao véi mat phang ddy goc .
e a’ tan o
Khi dé: VS.ABC = T A c
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Cho hinh chép tam gidac déu S.4BC c6 cac canh bén
bang b va canh bén tao véi mat phang day goéc 3.

Khidé: V. _ \/gbg.sin,ﬁcos2 B

S.ABC 4

Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC c6 cac canh day
bang a, canh bén tao v6i mit phang day goc .

3
Khidé: v, =2t /f

S.ABC 12

Cho hinh chép t& giac déu S.ABCD c6 day ABCD la
hinh vuéng canh bang a, va SA=SB=SC=85D=b.

a’N4b* — 24

Khi d6: Vi, = G

Cho hinh chép ti gidc déu S.4BCD c6 canh day bang
a, goc tao boi mat bén va mat phéng dayla «.

3
Khi dé: v, ,,, = 220 'tgn a

Cho hinh chép ti gidc déu S.4BCD c6 canh d4y bang

a, SAB=a véia € (Z;E]

4 2
L, a*Ntan® ¢ — 1
Khi dé: VS'ABCD = —6

Cho hinh chép t& giac déu S.ABCD c6 cac canh bén
béng a, goc tao boi mat bén va mat ddy la a voi

a E(O;Z].
2

Khi dé: V. =

S.ABCD

4a®.tan a

3\/(2 + tan® a)3
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Cho hinh chép tam gidc déu S.4BC c6 canh day béang
a. Goi (P) la mit phang di qua 4 song song véi BC va

vuong goc voi (SB C ), goc gitra (P) v6i mat phang ddy 1a
a.

a3 cota
24

Khi do: v,

S.ABCD —

Khéi tdm mat déu c6 dinh la tdm cac mat ctia hinh lap

phuwong canh a.
3

Khi d6: v z%

A’ B
AN
A /
/ VA /
DL (PN,
N7\ o
W\ %3
’,L J)’ DY o3
N 4
041&\% l’/ \ ! e
Iy \\
:” A\‘I’ ’It:/
/ // 0N ')\) i B
p K
0 "\
D c

Cho khoi tdm mat déu canh a. NOi tAm ctia cic mat bén

ta dugc khoi 1ap phuong.
20”2
Khi d6: V == V2
27

9. CAC CONG THU'C PAC BIET THE TiCH TU DIEN

Cong thirc

Diéu kién t dién

v

S.ABC

:a%c\/l—oaf a—as’ f—o p+2asaas fasg

Cong thiic tinh khi biét 3 canh, 3 goc ¢ dinh 1 t& dién

A=a,SB=5b,5C =c
SB aBSC ﬁCSA %)

2 mat ké

Visen =éabdsina AB=a.CD=b
Cong thic tinh khi biét 2 canh ddi, khoang cach va géc {d AB,CD)=d,(AB,CD) = a
2 canh d6
_ 255, sina
saBo 3a Sysas Sysac =504 =a
Cong thirc tinh khi biét mot canh, dién tich va goc gitra {((SAB SAC )

c . . .
——sina sin fsin @

%

S.ABC
Coéng thirc tinh khi biét 3 canh, 2 géc & dinh va 1 gbc
nhi dién

=

S4=a,SB=b,5C=c
SAB SAC

—_

ASB = 3,4SC = ¢
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a3\/§

ABCD — 12

T dién déu

tat ca cac canh bang a

ABCD -

e

a +b2—c +cz—a2)(a2+c2—b2)

Tk dién gan déu

AB=CD =aq
AC=BD =10
AD=BC =c

PHAN II. MAT NON - MAT TRU - MAT CAU

1. MAT NON TRON XOAY VA KHOI NON

1.1. Mat ndn tron xoay

Noi dung

Hinh vé

Duong thang d,A cat nhau tai O va tao thanh goc A
véi 0” < B <90°, mp(P) chtta d, A. (P) quay quanh truc
Avéigoc f khong d6i = maét non tron xoay dinh O.

e A goilatruc.
e d dugc goi la duong sinh.
e Goc 2/ goila goc o dinh.

1.2. Khoi néon

Noi dung

Hinh vé

La phan khong gian dwoc gidi han boi mot hinh nén
tron xoay k€& ca hinh nén d6. Nhiing diém khong thudc
khéi nén goi la nhitng diém ngoai cua khoi non.

Nhing diém thudc khéi nén nhung khong thudc hinh
noén tuwong tng goi la nhiing diém trong ctia khoi noén.
Dinh, mdt ddy, deong sinh ctia mét hinh nén ciing la dinh,
mat day, duong sinh ctia khoi nén tuong ting.

[e]

Cho hinh nén ¢6 chiéu cao 4, duong sinh / va ban kinh dayr.

e Dién tich xung quanh: ctia hinh nén: qu = 77l

e Dién tich day (hinh tron): (S, = zr°|

day

e Dién tich toan phan: cua hinh nén: |S = zrl + zr?|.

tp

e Thé tich khéinén: |V = émﬂh .
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1.3. Thiét dién khi cit béi mat phang

biéu kién Két qua

Cit mat nén tron xoay béi mp (Q) di qua dinh ctia mit nén.

e mp(Q) cat mit ndén theo 2 duong sinh. e Thiét dién la tam giac
o mp(Q)ti€p xtc véi mat nén theo mdt duong can.
sinh. e (@) la mit phang tiép

dién ctia hinh nén.

Cat mat nén tron xoay béi mp (Q) khong di qua dinh cta mit nén.

o mp(Q) vudng goc véi truc hinh non. e Giao tuyén la 1 duong
parabol.
o mp(Q) song song voi 2 duong sinh hinh nén. ¢ Giao tuyén la 2 nhanh
« Mmp(Q) song song voi 1 duong sinh hinh nén. ctia 1 hypebol.
e Giao tuyén la mot
duong tron.
2. MAT TRU TRON XOAY
2.1. Mat tru
Noi dung Hinh vé
Trong mit phang (P) cho hai duong thang A va [
song song véi nhau, cadch nhau mot khoang bang r . Khi S >
quay mét phéng (P) xung quanh A thi duong théng ! ]
1
sinh ra mot mét tron xoay duwgc goi la mat tru tron xoay, ' 1
3 1
goi tat la mat tru. I .
Pudng thdng A goi 12 truc. C R | D
e Duong the7mg goi la truc R
e Duong thang / la duwong sinh. N
e r la ban kinh ctia mat tru dé.

2.2. Hinh tru tron xoay va khéi tru tron xoay

Noi dung Hinh vé

Ta xét hinh chi* nhat ABCD . Khi quay hinh chi nhat
ABCD xung quanh duong thang chita mot canh nao d9,
chang han canh AB thi duong gdp khiic ADCB sé tao
thanh mot hinh goi 1a hinh tru tron xoay, hay goi tat 1a
hinh tru.

e Khi quay quanh AB, hai canh AD va BC sé& vach ra hai hinh tron bang nhau goi la
hai day ctia hinh try, ban kinh ctia chiing goi la ban kinh cta hinh tru.

e D0 dai doan CD goi la d6 dai duong sinh ctia hinh tru.
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e Phéan mat tron xoay duoc sinh ra boi cac diém trén canh CD khi quay xung quanh
AB goi la mat xung quanh ctia hinh tru.

e Khoang cich AB giita hai mit phang song song chira hai day la chiéu cao cta hinh
tru.

Khoi tru tron xoay hay khéi tru la phan khong gian duwoc gidi han bdi mot hinh tru tron
xoay ké ca hinh tru tron xoay d6. Nhiing diém khong thudc khai tru goi la nhitng diém ngoai
cua khoi tru. Nhing diém thudc khéi tru nhung khong thudc hinh tru tuong tGng goi la
nhing diém trong ctia khdi tru. Mat ddy, chiéu cao, duong sinh, ban kinh ctia mét hinh tru
cting la mat ddy, chiéu cao, duong sinh, ban kinh cua khoi tru twong tng.Hinh tru c6 chiéu
cao h, dwong sinh / va ban kinh day r.

e Dién tich xung quanh: |S = 2zri|

o Dién tich toan phan: |5, = 277l + 2777 |

e The tich: .

3. MAT CAU - KHOI CAU

3.1. Mt cau

Noi dung Hinh vé

Cho diém I ¢6 dinh va mét s6 thuc duong R.
Tap hop tat ca nhing diém M trong khong gian cach /

mot khoang R duoc goi la mat cau tam 7, ban kinh R.

Ki hi¢u: 5(7; R). Khi dé:

S(I;R) = {M‘IM - R}

3.2. Vi tri twong d6i gitta mat cdu va mat phang
Cho mat cau S (I ;R) va mat phéng (P) . Goi H la hinh chiéu vudng goc cua I lén (P)

= d =1IH lakhoang cich tir I dén mat phing (P). Khi do:

d>R d=R d<R
Mt cau va mit phang Mt phang tiép xtic mit cau:|  Mat phang cat mat cau theo
khong cé diém chung. ( p) 1a mit phing tiép dién ctia thiét dién la dwong tron cé tam
I va ban kinh

mit cAu va H : tiép diém.

r=vR?-IH®

B ne
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Luu y:

Khi mit phing (P) di qua tim / ctia mat cau thi mat phang (P) duoc goi 1a mat phang

kinh va thiét dién lac d6 duoc goi la dwong tron 16n.

3.3. Vi tri twong d0i gitta mat cau va duong thing

Cho mit cau §(I;R) va dudng thing A. Goi H lahinh chiéu cia / 1én A . Khi dé:

IH > R IH =R IH < R
A khong cit mit cau. A tiép xtic voi mat cau. A cit mit ciu tai hai
A : Tiép tuyén ctia (S ) diém phan biét.
H : tiép diém.
/\ A rd - s
.-'fr_._:‘_ "1’__ 5 ’ / \\\
S =T A "\\\ / : ;( 2 - . -III'.
R L o % }{ TR T A
2 a z IJ t ) - I > " R .” /“B
o / s el
\ / A

Luu y:
Trong truong hop A cit () tai 2 diém 4,8 thi ban kinh R ctia () duoc tinh nhu sau:

d(I;A) =IH

2
R=~IH*+ AH® = |IH® + (142—3]

3.4. Duong kinh tuyén va vi tuyén ctia mit cau

Noi dung Hinh vé

Giao tuyén ctia mdt cau véi ntta mit phang cé bo la s,
truc cua mat cau duoc goi la kinh tuyén.

Giao tuyén (néu cd) ctia mat cau véi cdc mat phang
vuong goc vai truc duoc goi la vi tuyén ctia mat cau.

Hai giao diém cta mdt cau voi truc duoc goi 1a hai

cuc cia mat cau

* M4t cau noi tiép, ngoai tiép hinh da dién:

Noi dung Hinh vé
Mt cau ndi ti€p hinh da dién néu mat cau do tiép L
==
, e A 2 7 v 5 \ [N N ) \ Advi AY
xuc voi tat ca cac mat ctia hinh da dién. Con néi hinh da [ — R
A e v w 1" |
dién ngoai ti€p mat cau. I{\\ IR
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Maét cau ngoai tiép hinh da dién néu tit ca cac dinh

ctia hinh da dién déu ndm trén mit cau. Con ndi hinh
da dién noi ti€p mat cau.

Mit cau tam O ban kinh 7 ngoai ti€p hinh chép
S.ABCD khi va chi khi

OA=0B=0C=0D=0S=r

Cho mit cau S ([;R)

e Dién tich mit cau: |S = 47 R’|.

T e 4
e Thé tich khoi cau: |V = —zR?|.

4. MOT SO DANG TOAN VA CONG THUC GIAI
4.1. Bai toan mat non

4.1.1.Dang 1. Thiét dién ctia hinh nén cit béi mot mit ph;fmg

Noi dung Hinh vé

S

Thiét dién qua truc cua hinh nén la tam gidc can.

Thiét dién qua dinh cta hinh nén la nhiing tam giac

can co hai canh bén la hai dwong sinh ctia hinh nén.

A B
Thiét dién vuéng goc véi truc ctia hinh nén 1a nhing S
duong tron ¢ tam nam trén truc ctia A
hinh nén.
A B
4.1.2. Dang 2. Bai toan lién quan dén thiét dién qua dinh ctia hinh né6n

Cho hinh nén ¢6 chiéu cao la h, ban kinh ddy r va duong sinh .

Mot thiét dién di qua dinh ctia hinh nén c6 khoang cach tir tdim ctia ddy dén mat phang
chtra thiét dién la d.

Noi dung

Hinh vé
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Goi M la trung diém ctia AC. Khi dé:
AC 1 (SMmI)

Géc gitta (SAC) va (ABC) la goc SMI .

Géc gitta (SAC) va ST la goc MSI .

d(I,(SAC)) = IH =d.

Dién tich thiét dién

S =5

1 ASAC

hid?
2 2
\/r _h2 —d2'\/h +

%SM.AC - %\/SIQ + IV AP — I

rd’
B —d*

4.1.3. Dang 3. Bai toan hinh nén ngoai ti€p va néi ti€p hinh chop
Noi dung Hinh vé
Hinh nén néi ti€p hinh chép S.ABCD déu la hinh nén Hinh chop tt gidc déu

c6 dinh la S, ddy la duong tron ndi tiép hinh vudng ABCD

Khi @6 hinh nén co:

e Ban kinh day r = IM = ATB,

e Duong cao h = ST, duong sinh | = SM.

Hinh nén ngoai ti€p hinh chép S.ABCD déu 1a hinh nén
c6 dinh la S, day 1a duong tron ngoai tié€p hinh vudng
ABCD.

Khi d6 hinh noén cé:

AC

e Ban kinh day: 7 = ]A:7

_AB"
==
e Chiéu cao: h = SI.

e Duong sinh: [ = SA.

Hinh déeu

S.ABCD

chép t giac

Hinh nén néi ti€p hinh chép S.ABC déu 1a hinh nén c6
dinh la S, day la duong tron ndi tiép tam giac ABC.
Khi d6 hinh nén c6
AM _ AB\3

e Bankinhday: r=IM =——= .
3 6

e Chiéu cao: h = SI.
e DPuong sinh: [ = SM.

Hinh chép tam gidc déu
SABC
S

M
B

Hinh nén ngoai ti€p hinh chép S.ABC déu la hinh nén

Hinh chép tam gidc déu

codinhla §, day 1a duwong tron ngoai ti€p tam giac ABC.

S.ABC
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Khi d6 hinh nén co:
2AM ABY3
3 3

e Ban kinh day: r = 1A=

e Chiéu cao: h = SI.
Puong sinh: [ = SA.

4.1.4. Dang 4. Bai toan hinh noén cut
Khi cat hinh nén béi mot mit phang song song véi day thi phan mat phang nam trong
hinh nén 1a mot hinh tron. Phian hinh nén nam gitta hai mat phang néi trén dwoc goi 1a hinh

non cut.

Noi dung Hinh vé

Khi cat hinh nén cut boi mot mat phang song song voi C >
ddy thi duwoc mat cat 1a mot hinh tron.

Khi cat hinh nén cut béi mot mét phang song song véi

truc thi dwoc mat cit 13 mot hinh thang can.

Cho hinh nén cut c6 R, r, b lan lwgt la ban kinh ddy

16n, ban kinh ddy nho va chiéu cao.

Dién tich xung quanh ctia hinh nén cut:

S, =xl(R+7)|

Dién tich day (hinh tron):

S =gxr
{S RS e |

day2

Dién tich toan phan cta hinh nén cut:

S =7rl(R+r)+7rr2+ﬂR2.

tp

Thé tich khoi nén cut:

14 =%nh(32 +7% + Rr)|

4.1.5. Dang 5. Bai toan hinh nén tao béi phan con lai ctia hinh tron sau khi cit bo di hinh

quat

Noi dung Hinh vé
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\ \ g TR A qye a
Tt hinh tron (O;R) cat bo di hinh quat 4mB. D¢ dai z
—
cung AnB bang x. Phan con lai ctia hinh tron ghép lai v
duoc mot hinh nén. Tim bén kinh, chitu cao va d¢ dai 0 B _
A A=F
duwong sinh cta hinh nén do. i
Hinh non dwoc tao thanh c6
I=R
2
2rr=x =>1r= —ﬂ.
h=~P -1
4.2. Mgt s6 dang toan va cong thirc giai bai toan mat tru
4.2.1. Dang 1. Thiét dién cta hinh tru cit béi mot mit phfmg
Noi dung Hinh vé

Thiét dién vudng goc truc la mot duong tron ban kinh R

Thiét dién chia truc 1a mot hinh chit nhat ABCD trong
dé6 AB=2R va AD=h. Néu thiét dién qua truc 1la mot
hinh vuong thi & = 2R .

Thiét dién song song voi truc va khong chira truc la hinh
chr' nhat BGHC

d(OO';(BGHC)) - OM

c6 khoang cach téi truc Ia

4.2.2. Dang 2. Thé tich khdi tit dién c6 2 canh 1a dwong kinh 2 day
Noi dung Hinh vé
Néu nhu AB va CD la hai duong kinh bat ky trén hai O
A : B
day cta hinh tru thi: 1—. f
Viep = EAB.CD.OO'.sm(AB, CD) . | s
* Dic biét: o
Néu AB va CD vudng géc nhau thi: T :?g/_,L_/_/ o
Vipen = %AB.CD.OO‘. D

4.2.3. Dang 3. Xac dinh goc khoang cach

Noi dung

Goc gitta AB va truc 00":
(45,00 = 748
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Khoang cach gitta AB va truc 00":
d(AB;00')=0M .

Néu ABCD la mét hinh vudng ndi tiép trong hinh tru
thi dueong chéo ctia hinh vuéng ciing bang duwong chéo ctia
hinh tru.

Nghia la canh hinh vuong:

AB\2 = VAR? + 12

4.2.4. Dang 4. X4c dinh mdi lién hé gitra dién tich xung quanh, toan phan va thé tich khaéi

tru trong bai toan tdi vu

Noi dung Hinh vé

Mot khoi tru ¢6 thé tich V' khong doi.
e Tim ban kinh day va chiéu cao hinh tru d€ dién tich

toan phan nho nhat:

)
1
]
I
R=i L o
S, min < iz I R
tp ,V L h ~
h:23E :\l /

e Tim ban kinh day va chiéu cao hinh tru d€ dién tich

xung quanh cdng véi dién tich 1 ddy va nho nhat:

R\/E
S min < 24

e
T

4.2.5. Dang 5. Hinh tru ngoai tiép, noi ti€p mot hinh ling tru ding
Cho hinh lang tru tam gidc déu ndi ti€p trong mot hinh tru. Thé tich khéi lang tru la V' thi

the tich khéi trula v, = 2~
9
Cho hinh lang tru t& gidc déu ABCD.A'B'C'D' ngoai tiép trong mot hinh tru. Dién tich
xung quanh hinh tru 1a S, thi dién tich xung quanh cta hinh lang tru la 5 = 2
’ T

5. MOT SO DANG TOAN VA CONG THUC GIAI BAI TOAN MAT CAU

5.1. Mt cau ngoai tiép khéi da dién
5.1.1. Cac khai niém co ban

Truc cta da giac day: 1a duwong thang di qua tAm duwong tron ngoai tiép ctia da gidc day va
vudng géc véi mit phang chira da gidc ddy = Bat ki mot diém nao nam trén truc cta da giac

thi cach déu cac dinh cua da giac dé.
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Duong trung truc ctia doan thang: 13 duong thang di qua trung diém cta doan thang va
vudng goc véi doan thang dé.
= Bat ki mot diém nao nam trén duong trung truc thi cach déu hai dau mut ctia doan thang.

Mit trung truc ctia doan thang: 13 mit phing di qua trung diém ctia doan thing va vuong
goc voi doan thang do.
= Bat ki mot diém nao nam trén mit trung truec thi cach déu hai dau mut ctia doan thing.
5.1.2. Tam va ban kinh mit cdu ngoai ti€p hinh chép

Tam mit ciu ngoai ti€p hinh chép: 1a di€m cdch déu cac dinh cta hinh chép. Hay néi
cach khéc, né chinh 1a giao diém I ctia truc dudng tron ngoai tiép mat phang day va mat
phang trung truc ctia mot canh bén hinh chép.

Ban kinh: 1a khoang cach ttr /7 dén cac dinh caa hinh chép.
5.1.3. Cach xac dinh tAm va ban kinh mit cidu cia mot s6 hinh da dién
5.1.3.1. Hinh hop chit nhat, hinh 1ap phuong

Noi dung Hinh vé

Tam: trung véi tam ddi xting cua hinh hdp chir nhat
(hinh 14p phuwong) = Tam la 7, la trung diém cua AC'". A B

Béan kinh: bing nita do dai dudong chéo hinh hop chir i‘\

A \ A 1
nhat (hinh 1ap phuong). fy'___b‘*\___ I\\h

! / A |

=Bén kinh: R = % D ; /)'__\_‘l;_

5.1.3.2. Hinh ling tru dimg c6 day noi ti€p duong tron

Noi dung

[

Xét hinh lang tru dung AAA..A AAA.. A, trong d6
c6 2 ddy AA A, A vaAA A A noi tiép dudng tron (O)
va (0'). Liic d6, mat cau ndi tiép hinh ling tru diing cé:

e Tam: I véi I latrung diém cua 0O'.
e Bankinh: R=74 =1A =..= IA;.

5.1.3.3. Hinh chép c6 cac dinh nhin doan thing ndi 2 dinh con lai duéi 1 géc vudng

Noi dung Hinh vé

Hinh chép S-ABC ¢6 SAC = SBC =90°.
e Tam: I latrung diém cuaSC .

. Bénkinh:Rz%zIAzIBzIC.

Hinh chop S.ABCD cé
SAC = SBC =5DC=90".
e Tam: I la trung di€ém ctia SC .

. Be’mkinh:Rz%zIAzIB:IC:ID.
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5.1.3.4. Hinh chép déu

Noi dung

Hinh vé

Cho hinh chép déuS.ABC...
e Goi Olatam cua day = SO1a truc cua day.
e Trong mat phéng xac dinh bdéi SO va modt canh
bén, chang han nhu mp (SA 0) , ta vé duong trung
truc ciia canh SA 1a A cit SA tai M va cit SO

tai I = I 1a tAm ctia mat cau.

Ban kinh:
Ta co: ASMU’ASOA:%:ﬂj Ban kinh:
SO S84
2
RzISZW: A =JA=IB=1C=..
SO 250

5.1.3.5. Hinh chép c6 canh bén vudng goc véi mit phang day

Noi dung

Hinh vé

Cho hinh chép S.ABC... c6 canh bén S84 L (ABC...) va
ddy ABC... noi ti€p dugc trong duong tron tam O.
Tam va ban kinh mdat cau ngoai ti€p hinh chop
S.ABC...duwoc xac dinh nhw sau:
e Tir tam O ngoai ti€p cua duodng tronday, ta vé
duong thang d vudng gdc véi mp (ABC...) tai O.
e Trong mp (d, SA), ta dung duong trung triec A cta
canhSA, citSAtai M, cat dtai I = I la thm mat
cau ngoai tiép hinh chdp va ban kinh
R=IA=1IB=1C=1S=..
e Tim ban kinh
Ta c6: MIOB la hinh chit nhat.
Xét AMAI vudng tai M co:

2
R=AI =NMI* + MA* = |AO? +(52—Aj .

5.1.3.6. Hinh chop khac
- Dungtruc A cua day.

- Dung mat ph;fmg trung truc (a) ctia mdt canh bén bat ki.

- (a) N A =1 = I latdm mat cau ngoai ti€p hinh chodp.

- Ban kinh: khoang cach tix I dén cac dinh ctia hinh chép.

5.1.3.7. Duong tron ngoai ti€p mot sd da giac thuong gip
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Khi xac dinh tam mat cau, ta can xac dinh truc cta mat phéng ddy, d6 chinh 1a duwong

thang vudéng goc véi mat phang day tai tim O ctia duong tron ngoai tiép ddy. Do d6, viéc

N

Hinh vuéng: O la giao Hinh chi* nhat: O la giao A déu: O 1a giao diém cua 2

xac dinh tdm ngoai O 1a yéu td rat quan trong cua bai toan.

diém 2 duong chéo. diém ctia hai duong chéo. duong trung tuyén (trong tam).

t L f

A vuodng: O la trung diém A thueong: O la giao diém cua hai dwong
ctia canh huvén. trung triec cta hai canh A.

5.2. Ky thut xac dinh mit cau ngoai ti€p hinh chop

Noi dung Hinh vé

Cho hinh chép S.A4,..A (thoa man diéu kién ton tai
mat cau ngoai tiép). Thong thuong, d€ xac dinh mat cau
ngoai ti€p hinh chép ta thuc hién theo hai budc:

e Budcl:
Xac dinh tam ctia duwong tron ngoai tiép da giac

day. Dung A: truc duwong tron ngoai tiép da giac

day.
e Budc2:
Lap mit phang trung triec (@) ctia mot canh bén.
Luc do

e Tam O cuia mdt cau: A nmp(a) = {O}

e Ban kinh: R = SA(Z SO). Tuy vao ting truong

hop.

5.3. Ky ning xac dinh truc dwong tron ngoai tiép da giac day
5.3.1. Truc duong tron ngoai tiép da giac day

Noi dung Hinh vé
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Dinh nghia
Truc duong tron ngoai ti€ép da gidc day la duong
thang di qua tam duwong tron ngoai tiép day va vudng
gbc voi mat phang day.
Tinh chat
VMeA: MA=MB=MC
Suyra: MA=MB=MC < MeA
Cac buwadc xac dinh truc
e Budc 1:
Xac dinh tam H cta duong tron ngoai tiép da
giac day.
e Budc 2:
Qua H duyng A vudng géc v6i mit phang day.
Mot s6 truong hop dic biét

e DAdy la tam gidc vuong

e Ddy la tam gidc déu

e DAy la tam giac thuong

5.3.2. Ky ning tam giac dong dang

Noi dung Hinh vé
S
ASMO dong dang véi ASIA = 50 _ S—M
SA ST
M
(o]
1 A
5.3.3. Nhan xét quan trong
st A= ME= Mol 1 trae duong tre i tiép AABC
S les_sposo = a truc duong tron ngoai tiép .
5.4. Ky thut st dung hai truc xac dinh tim mat cdu ngoai tiép da dién
Noi dung Hinh vé
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Cho hinh chép S.AA,...A (thda man diéu kién ton tai
mat cau ngoai ti€p). Thong thuong, dé€ xac dinh mait cau
ngoai ti€p hinh chdp ta thuc hién theo hai budc:

e Budc1:
Xac dinh tam ctia duong tron ngoai ti€p da giac
day. Dung A: truc duong tron ngoai ti€p da giac
day.

e Budc 2:
Xac dinh truc d ctia duong tron ngoai ti€p mot
mgt bén (dé xac dinh) ctia khdi chép.

Luc do:

e Tam / chtamditcau: And = {I}

e Bk: R= IA(: IS) . Tuy vao titng treong hop.

5.5. Tong két cac dang tim tdm va ban kinh mat cau
5.5.1. Dang 1

Noi dung Hinh vé
Canh bén SA vuéng géc day va ABC=90°  khi do6
R = % va tam la trung diém SC'.
5.5.2. Dang 2

Noi dung

Canh bén SA vudng gbéc ddy va bat ké day la hinh gi,
chi can tim dwogc ban kinh duwong tron ngoai tiép cua day
SA?

4

la R, khido: |R = R? +

abe

afolr=a) ()]

e Néu A ABC vuong tai A thi:

° RD

(p: ntra chu vi).

R, = %(ABz +AC* +4S7) .

a2

DPay la hinh vuong canh a thi R, = N

néu day la tam giac déu canh o thi R, =

IS
wgl
w
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5.5.3. Dang 3
Noi dung Hinh vé
Chop c6 cac canh bén bang nhau: SA =SB = SC = SD : s
5 s
R = 54 .
250

e ABCD la hinh vudng, hinh chi* nhéat, khi d6 O la
giao hai dwong chéo.

e AABC vuodng, khi d6 O la trung diém canh
huyén.

o AABC déu, khi d6 O la trong tam, tryec tam.

5.5.4. Dang 4

Noi dung Hinh vé

Hai mat phang (SAB) va (ABC ) vuong goc voi nhau
va c6 giao tuyén AB . Khi d6 ta goi R, R, lan luot 1a ban

kinh duwong tron ngoai ti€p cac tam giac SAB va ABC.

Ban kinh mat cau ngoai tiép:

AB’

R=R+R -

5.5.5. Dang 5
Chép S.ABCD c¢6 duodng cao SH, tam duong tron ngoai ti€p day la O. Khi d6 ta giai

phuong trinh: (SH - :10)2 +OH* =2 + R’ . Véigia tri = tim duoc tacé: |R* =2° + R |.

3
)

p

5.5.6. Dang 6: Ban kinh mdt cau noi tiép: |r

6. TONG HOP CAC CONG THUC PAC BIET VE KHOI TRON XOAY

6.1. Chom cau

Noi dung Hinh vé
S :277Rh:7r(r2+h2) e
zq
_ 2 h _ ﬂh 2 2 N
V =xh (R_EJ_?(}L +37’) R
6.2. Hinh tru cut
Noi dung Hinh vé

S, =xR(h +h,)
h, +h2J iy

\

hy

V=7Z'R2[
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6.3. Hinh ném loai 1

Noi dung Hinh vé

V= %R?’ tana

6.4. Hinh ném loai 2

Noi dung

V= [£—2]R3 tan o
2 3

6.5. Parabol bac hai-Paraboloid tron xoay

Noi dung Hinh vé

3 3
!
=S £ E] [ e S
parabo 3 S h R \\ ); //
\ h /
1% :%,;R% :%Vm \\ . L/
\V

6.6. Dién tich Elip va Thé tich khdi tron xoay sinh boi Elip

Noi dung Hinh vé
Seh,p = wab / N
4 a a
onay quanh 2a = gﬂ'ab ku
V 7a’b

zoay quanh 2b - g

6.7. Dién tich hinh vanh khan

Noi dung Hinh vé

§=n(R*-r)

6.8. Thé tich hinh xuyén (phao)

Noi dung Hinh vé

= )
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PHAN 7. HE TRUC TOA PO TRONG KHONG GIAN OXYZ
1. HE TOA PO KHONG GIAN

1.1. Cac khai niém va tinh chat
1.1.1. Khai niém mé dau
Trong khong gian cho ba truc Ox,0Oy,Oz phan biét va vudng goc titng do6i mot. Goc toa do
O, truc hoanh Ox, truc tung Oy, truc cao Oz, cac mit toa d6 (Oxy),(Oyz),(Ozx).
1.1.2. Khai niém veé hé truc toa do
Khi khong gian c6 hé toa do thi goi la khong gian toa d§ Oxyz hay khong gian Oxyz.

-2 -2 -2
i =j =k =1
~9 )
Chuy: a =la
ij=ik=jk=0
1.1.3. TQ& d6 véc to ;L = (x;y; z) = 1;(1;, Y z) Pt 1: = .T; + y}' + Z]_g.
1.1.4. Toa d0 diém M(zyy;2) < O—M —Ti+ y} + 2k

1.1.5. Cac cong thirc toa dd can nhé

Cho u = (a;b;c), v = (a";0" ")
a=a'
o U=Vv&b=b'
c=c'

. uivz(aia';bib';cic')

o ku-= (ka; kb; kc)

* uv= ‘u .|v].cos(u,v) = aa" + bb" + cc’
—= wv  aa +bb +cc
o cos(up) === = =
‘u Jv ‘u Jv

— 4.2 ] ]
° ‘u‘z\/u =\a*+b" +¢°

° ul?}@u.vzo
¢ AB:(‘TB Y T Y4 % _ZA)

o AB:‘XB" = \/<xB —ZL’A)2 +<yB —yA)2 +<zB —zA)2
1.1.6. Cha y

Goc ctia 2 véc to (11,17) la géc hinh hoc (nho) gitta 2 tia mang véc to co, gia tri trong [O;fr]

la: sin(u,v) = /1 - cos’ (u,v) >0

1.1.7. Chia ti 1é doan th;fmg




TONG HQP LY THUYET VA CONG THUC TiNH NHANH HiNH HQC 12

M chia AB theo ti s8 k nghia la MA = kMB

_ Tk

T T g
A 7 A B \ yA_kyB
Cong thirc toa do ctaM la: yy, = e
oz, —kzy

1.1.8. Cong thikc trung diém

T+,
€T =
. 2
, . . e S et +
Néu M latrung diém 4B thi MA+ MB=0= <y, :%
z, + 2,
A =
. 2
1.1.9. Cong thitc trong tam tam giac
r, +tr,+x
z, = A B c
3
. . A S An L AR T Y, +Y, + Y,
Néu G latrong tam ctia A4BC thi GA+GB+GC =0= 1y, = .
z2,+tz,+z2
2, = S : Mo
3

1.1.10. Cong thitc trong tam tir dién
Néu G latrong tam cta t dién 4BCD thi

_$A+ZZYB+ZZTC+$D

€T =
¢ 1
— = — — - +y, +y, +
CGA+GB+GC+GD =0 {y, =t
ZA+ZB+ZC+ZD
ZG: 1

1.1.11. Tich c6 huéng 2 véc to

Cho 2 véc to u = (a;b;c) va v = (a';0';¢') ta dinh nghia tich c6 hudng ctia 2 véc to d6 1a mot

véc to, ki hiéu [u, v} hay u A vcé toa do:

i)
1.1.12. Tinh chat tich c6 huwéng 2 véc to
o [i,V] vudng goc voi i va v

. Hﬁ,\?ﬂ = [i|.[p|sin (i, 7)

a b
a b

b ¢
b!l

c a
;'a';

J = (bc' —b'c;eca’ —ac;ab’ — ba')

o [u,V] —0 < i,V cling phuong

1.1.13. Ung dung tich ¢6 hudng 2 véc to
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« Dién tich hinh binh hanh 4BCD : § = ‘[A_é, E]

e Dién tich AABC : § = %.‘[A_é, ZE]

e Bavécto v, ;),;;_dﬁng phéng: [u,v]; =0
e Thé tich khéi hop c6 day hinh binh hanh 4BCD va canh bén AA4’:
V= ‘[E,E}ﬂ

o Thé tich khéi tr dién S.4BC: V = %.‘[A_é, ZE} .@Z‘

1.2. Phuwong phap giai 1 s6 bai toan thuong gip
1.2.1. Cac phép toan vé toa d§ ciia vecto va cua diém
Phuong phap giai
e St dung cac cong thirc vé toa d§ cuia vecto va cua diém trong khong gian.
¢ St dung cac phép toan vé vecto trong khong gian.
1.2.2. Xac dinh diém trong khong gian. Chitng minh tinh chat hinh hgc. Dién tich — Thé
tich
Phuwong phap giai
e St dung cac cong thirc vé toa d§ ciia vecto va cua diém trong khong gian.
e St dung cac phép toan vé vecto trong khong gian.
e Cong thirc xac dinh toa d6 ctia cac diém dédc biét.

e Tinh chat hinh hoc cta cac diém dac biét:
e 4,B,C thang hang < E,A—C’ cung phuong < AB=kAC < [E,R’J =0
e 4BCD 13 hinh binh hanh < AB = DC
e Cho AABC c6 cacchan E, F cua cac duong phan giac trong va ngoai cua goc
A cta AABC trén BC' .

Ta co: Eﬁ = —A—B.Eé, }7]_5 :A—Bﬁ
AC AC

e 4,B,C,D khong dong phang < AB,AC,AD khong déng phang
A= [A—E,ZE]E #0

2. MAT PHANG

2.1. Cac khai niém va tinh chat
2.1.1. Khai niém vé véc to phap tuyén
n khéc 0 va cé gia vudng goc mp(P) dwoc goi la véc to phap tuyén cta (P).
2.1.2. Tinh chét caa véc to phap tuyén
Néu n 1a véc to phép tuyén clia (P) thi K, (k= 0) cling la véc to phap tuyén caa (P).
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2.1.3. Phuong trinh tong quat caa mp(P)

Phuong trinh tdng quat ctia mp(P)qua M(z;y,;2,) va cd véc to phap tuyén n = (4B;C)

la A(z -

z,)+ By - yo) +C(z—-2,)=0

2.1.4. Khai trién cia phuong trinh tong quat

Dang khai trién ctia phuwong trinh tong quat la: Az + By +Cz+D =0 (trong d6 4,B,C

khong dong thoi bang 0)

2.1.5. Nhiing truong hgp riéng ctia phuong trinh tong quat

(P) quagdctoadd < D=0

P) song song hodc triing (Oxy) < A=

B=0
P) song song hodc trung (Oyz)< B=C=0
CcC=0

P) song song hodc trung (Ozx) < 4=

(P)
(P)
(P)
(P) song song hodc chita Ox < 4=0
(P) song song hodc chita Oy <> B=0
(P) song song hodc chtta Oz < C =0
(P) cat Ox tai A(a;0;0), cat Oy tai B(0;5;0) va cat Oz tai C(0;0;¢) < (P) c6 phuong

trinh £+g+3:1(a,b,c¢0)

a b ¢

2.1.6. Khoang cach tir 1 diém dén mit phing

A
Cho M(:L’O;yo;zo)vé (P): Az+ By +Cz+ D =0; d(M,(P)) = ‘

T, + By, + Cz, +D‘

VA* + B2+ C*

2.1.7. Chum mit phang

Noi dung Hinh vé

Tap hop tat ca cdc mit phang qua giao tuyén ctia hai

mat phéng (a) va (f) duoc goi la mot chum mat phéng /

Goi (d) 1a giao tuyén ctia hai mét phing
(a) cAr+By+Cz+D =0va
(ﬂ):A?gc+]92y+02z+D2 =0.
Khi d6 néu (P) la mat phing chita (d) thi mt phang
(P) cé dang :
m(Ax+By+Cz+D)+n(4x+B,y+Cz+D,)=0

Véi m* +n* =0

L

S

2.2. Viét phuong trinh mit phang

bé lap phuong trinh mat phéng (a) ta can xac dinh mot diém thudc (a) va mot VIPT

cta no.
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2.21.Dang1
(a) di qua diém M(IEO;yO;zO) 6 VIPT n, = (A;B;C) thi:
(a): A(x—x0)+B(y—y0)+C(z—zo)= 0
2.2.2. Dang 2
(a) di qua diém M(xo;yo;zo) c6 cap VICP a,b thi i = [6,5] la mot VIPT cua (a)
2.2.3. Dang 3
(a) di qua diém M(xo;yo;zo) va song song vG6i (8):Ax+By+Cz=0 thi
(a): A(x—x0)+B(y—y0)+C’(z—zo)=0
2.2.4. Dang 4
(a) di qua 3 diém khong thang hang A, B,C . Khi d6 ta c6 thé xac dinh mot VTPT caa (a)
la: 7 = [E,Z@]
2.2.5. Dang 5
(a) di qua mot diém M va mot duong thang (d) khong chira M .
e Trén (d) 1dy diém A va VTCP 4.
e Mot VIPT caa (a) la: 77 = [A_]\},ﬂ
2.2.6. Dang 6
(a) di qua mot diém M, vudng goéc véi duong thang (d) thi VICP 4 ctia duong thing
(d) 1amot VIPT cua ().
2.2.7. Dang 7
(a) chita duong théng cit nhau d, d,:
¢ Xac dinh cac VTCP a, b clia cAc duwong théng d, d,
e Mot VIPT ctia (o) la: 7i =[,b ] .
o Lay mot diém M thudc dihodc d, = M e (a).
2.2.8. Dang 8
(a) chita dwong thang d, vasong song voi duong thang d, (d,,d, chéonhau):
e Xdac dinh cac VTCP @,b cua céc duong thang d,, d,.
e Mot VIPT ctia (o) 1a: 7 =[a,b ] .
e Lay mot diém M thudc d = M e (a).
2.2.9. Dang 9
(a) di qua diém M va song song véi hai duong théng chéonhau d,,d,:

e Xac dinh cac VTCP 6,5 cta cac duong théng d, d,
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o Mot VIPT ctia (o) 1a: 7i = [a,b ] .
2.2.10. Dang 10
(a) chita mot duong thang d va vudng goc véi mot mit phang ( B ) :
* Xéc dinh VICP @ cta d va VTPT ii, cta ().
o Mot VTPT cta () 1a: i = [a ﬁﬁ] .
o Lay mét diém M thudc d = M e (a).
2.2.11. Dang 11
(a) di qua diém M va vuodng goc véi hai mit phang cat nhau ( B ), ( ;/) :
e Xéc dinh céc VTPT 7i,,7i, cta (B) va (7).
o Mot VIPT ctia (a) 1a: i = i, ]-
2.2.12. Dang 12
(a) chita duong thang d cho trude va cach diém M cho trudée mot khoang k cho trude:
» Gié sit (o) c6 phuong trinh: Az + By + Cz4D = 0 (4 + B’ + C* #0).
e Lay2diém A, Be (d) = A, Be (a) (ta dugc hai phuong trinh (1),(2))
o Tu diéu kién khoang cach d(M,(a)) = k, ta dugc phuong trinh (3)
e Giai h¢ phuong trinh (1),(2),(3) (bang cach cho gia tri mot an, im cac 4n con lai).
2.2.13. Dang 13
(a) la ti€p xtic voi mdt cau (S) tai diém H :
e Gia str mat cau (S) cotdm I vaban kinh R.

e Mot VTPT ctia (o) la: 7 = IH

2.3. Vi tri tuong d6i ctia hai mat phang
Cho hai mét phang (P): Ax+By+Cz+D =0 va (P'): Ax+By+C'z+D'=0.
Khi do:
o (P)cdt(P') < A:B:C#A":B:C"

. A B C_D
C(IP) STy
. A B C D
* (P=(P) e E e
o (P)L(P) © iy L, < iy, =0 AA™+BB'+CC'=0.

2.4. Khoang cach va hinh chiéu
2.4.1. Khoang cach tit 1 diém dén 1 mit phang
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Khoang cach tir diém M, (z,; y,; 2,) dé mét phing (): Az+By+Cz+D=0 la

Az, + By +Cz + D
d(M,,(@)) = [ Az, + By, + Oz + D)
VA + B> +C°
2.4.2. Khoang cach giita 2 mit phing song song
Khoang c4ch gitta hai mit phang song song bang khoang cach tir mot diém bat ki trén mat

phang nay dén mat phang kia.
2.4.3. Hinh chiéu cta 1 diém Ién mit phang
ﬁ, 1 cung phuon
Diém H 13 hinh chiéu ctia diém M trén (P) & g PRIong.
He(P)
2.4.4. Diém d6i xttng ctia 1 diém qua mit phang

biém M' d6i xtng véi diém M qua (P) < MM'=2MH

2.5. Goc giira hai mat phang

Cho hai mit phang (a), (,B) c6 phuong trinh: (a) cAr+By+Cz+D =0
(ﬂ):A2:1:+BQQL/+C’2z+D2 =0

Goc giita (), () bing hodc bl véi géc gitra hai VIPT 7i,,7i,.

n.n,

) |44+ BB +0C)
cos((@),(8)) AN T I A
Chay: 0" <((a),(5)]<90°; (@) L(B) = Ad+BB +C,C, =0

2.6. Vi tri twong d6i giita mit phang va mit ciu. Phuong trinh mit phang tiép xtic mit cau
Cho mit phang (a): Av+By+C:+ D=0 va mit cau (S): (z—a) +(y—b +(z—cf = F c6 tam I
. (a) va (S) khong c6 diém chung < d(/,(a)) > R
o (a) tiép xuc voi (S) < d(,(a))=R V('yi(a) la tiép dién
D€ tim toa do tiép diém ta cd thé thyc hién nhu sau:
= Viét phuwong trinh duong thang d di qua tam I cta (S) va vudng goc voi (a).
* Tim toa d0 giao diém H cua d va (a). H latiép diém cua (S) voi (a).
o (a) cdt (S) theo mdt dudng tron & d(I,(a)) < R
Dbé xac dinh tam H va ban kinh 7 cia duong tron giao tuyén ta c6 thé thuc hién nhu sau:
= Viét phuwong trinh duong thang d di qua tam I cia (S ) va vudng goc voi (a) .
* Tim toa d§ giao diém H cua d va (a). V6i H la tam ctia duong tron giao tuyén
cua (S) voi (a).

* Ban kinh r ctia dwong tron giao tuyén: r = VR® - [H?
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3. PUONG THANG

3.1. Phuong trinh ctia duong thing
3.1.1. Vecto chi phwong cta dwong thang
3.1.1.1. DPinh nghia

Cho duong thang d. Néu vecto a#0 vaco gia song song hodc trung véi dwong phang d
thi a duoc goi 1a vecto chi phirong ctia duong phang d. Ki hiéu: @ = (a;a,3a,)
3.1.1.2. Chi y
a 1a VTCP ctia d thi k.a (k # 0) cing la VTCP ctia d

e Néu d di quahaidiém A, B thi AB lamot VICP ctia d
e Truc Oz co vecto chi phuong a=i= (1;,0;0)
e Truc Oy c6 vecto chi phuong a= ; = (0;1;0)
e Truc Oz co vecto chi phuong a=k-= (0;0;1)
3.1.2. Phueong trinh tham s8 ctia duong thing
Phuong trinh tham s§ cia duong thang (A) di qua diém M, (z,;y,;%,) va nhan
a= (a;a,;a,) lam VICP la:

1772773

A T =1z, +ta,
(4) (A):qy =y, +ta, (t € ]R)

] M(x».2) 5

z=z0+ta3

X

3.1.3. Phuong trinh chinh tac cia duong thing
Phuong trinh chinh tic ctia duong thing (A) di qua diémM,(z,;y,;z,) va nhan

- T3 - z—z
a=(a;a,;a,) lam VICPla (A): oY% 0(

1772773

- - - a,,a,,a, # 0)
1 2 3

3.2. Vi tri twong déi
3.2.1. Vi tri twong déi ctia dwong thang va mat phang
M i (M)

(A)Y i ]
7] n
I—l
AL ; fr—=

3.2.1.1. Phuwong phap hinh hoc
Dinh ly
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r=x,+at (1)
Trong khong gian (Oxyz) cho duodng thang (A):4y = Yy, +a,t (2) c6 VICP a = (a;a,:0a,)
z =2z, +a;t (3)
va qua M (z;y,;2,) va mat phéng (a): Az + By+Cz+ D=0 c6 VTPT n = (4;B;C)
Khi do:

e (A)N(a)« diri=0< Aa, + Ba,+Ca, =0
- a
an=0 Aa, + Ba, +Ca, =0 Vi
o (A)//(a)& { oo e
M,&(P) | Ax,+ By, +Cz,=0
an=0 Aa, +Ba, +Ca,; =0
e (A)C(a)& { 4L TG
M, €(P) Ax, + By, +Cz, =0
Pac biét
(A) L (o) avan cung phwong < a,:a,:a,=A:B:C
3.2.1.1. Phwong phap dai s6
N 7 : . o ptd)
Muoén tim giao diém M cua (A) va (a) ta giai hé phuong trinh: pt(@) tim z,y,2. Suy ra:

M (a:yz) .
Thé (1),(2),(3) vao phuong trinh mp (P)Vé rat gon duwa vé dang: at +b =0 (*)
o d cat mp(P) tai mot diém < pt(*) c6 mot nghiém ¢.
e d songsong voi (P) < pt(*) vo nghiém.
e d nam trong (P) < Pt (*) c6 vO sO nghiém ¢.
e d vudng goc (P) = a va n cing phuong

3.2.2. Vi tri tuong déi ctia hai dwong thang

=)
I>
>
<
<
<)
|
>

3.2.2.1. Phwong phap hinh hoc
Cho hai duong thang: A, di qua M va c6 mot vecto chi phweong ;.

A, diqua N vacéd mot vecto chi phwong U,
=8, o [d,6,]=]#, MN |=0.
[u azjzﬁ

P AT e [ﬁi,MN}tﬁ
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(4,1, ]#0
(4,3, | MN =0

° Al cét A2 =

e A va A, chéonhau @[ﬁl,ﬁzj.mio.
3.2.2.2. Phwong phap dai s6

1

(A
Muén tim giao diém M cua (A)) va (A,)ta giai hé phuong trinh :{p ( tim z,y, 2 Suy

pi(A,
ra: M (a:,y7z)
3.2.3. Vi tri twong ddi gitta dwong thang va mit cau
r=x, +at (1)
Cho duong thang d: {y =y, +a,t (2) va mitcau (S) H(z—a) +(y—-b) +(2—c)’ = R* cd tdm
z=z +at (3)
I(a;b;¢), ban kinh R.
3.2.3.1. Phwong phap hinh hoc
e Buoc 1:
Tinh khoang cach tr tdm [ cGia mat cau (S) dén duong thang d la
‘[IMO.a}

h=d(l,d) =

a

e Buodc 2:
So sanh d(I,d) v6iban kinh R ctia mat cau:
= Néu d(I,d) > R thi d khong cit (S)
= Néu d(I,d) = R thi d tiép xtic ()
* Néu d(I,d) < R thi d cat () tai hai diém phan biét M, N va MN vudng géc voi
duong kinh (ban kinh) mat cau
3.2.2.2. Phwong phap dai s6
Thé (1), (2), (3) vao phuong trinh (S )Vé rut gon duwa vé phuong trinh bac hai theo
¢ ()
e Néu phuong trinh (*) vd nghiém thi ¢ khong cit (S)
¢ Néu phuong trinh (*) c6 mot nghiém thi d tiép xuc (S )
¢ Néu phuong trinh (*) c6 hai nghiém thi d cat (S ) tai hai di€ém phan biét M, N
Chu y:
Dé tim toa d6 M, N tathay gid tri ¢ vao phuong trinh duong thang d
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3.3. Goc trong khong gian
3.3.1. Géc giita hai mat phang

Noi dung

Hinh vé

Dinh Iy
Trong khong gian (Oxyz) cho hai mit phiang «,f xac
dinh boi phwong trinh :
(@): Az+By+Cz+D =0
(B):Axz+By+Cz+D, =0
Goi ¢ la goc gitta hai mat phang (o) & (B)ta c6 cong
thixc:
‘AIA2 + BB, + 0102‘

JA+ B +C A+ B+ C

cos @ =

m =(4:8:C)

3.3.2. Goc giita duong thing va mit phang

Noi dung

Hinh vé

ToTy, Y-y, 2%

Cho duong thang (A):
a b c

va mit phang (a): Az + By +Cz+ D =0

Goi ¢ la gbc gifta hai mat phang (A) & (a)ta c6 cong
thixc:
‘Aa + Bb + Cc‘

\/A2 + B +02.\/a2 +0 + ¢

sin@ =

3.3.3. Goc giita hai duong thing

Noi dung Hinh vé
Cho hai duong thang :
(a): 0 =2t a, = (a;b:c)
(8,): x—yaz(’) _ y—ly[’) _ Z_.Zé A,
a b c

Goi ¢ la géc giita hai mit phang (A) & (A,)ta c6 cong

‘aa' +bb + cc"
thtc: cosp =

\/&2 +b% + 02.\/(1'2 +0% +c?

3.4. Khodng cach

3.4.1. Khoang cach tir mot diém dén mot mit phang

Noi dung

Hinh vé
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Cho mit phang (a): Az+By+Cz+D=0 va diém Mo (x.- v z.)
0N S 0270

M, (29,3 %,) X

Khoang cach tt diém M, dén mit phang (a) duoc tinh /( R /
: H
boi : d

‘A:L‘O + By, + Cz, + D‘

VA + B + C*

d(M;A) =

3.4.2. Khoang cach tir mot diém dén mot duong thang

Noi dung Hinh vé

=)

(A)

Cho duong thang (A) di qua diém M (z,;y,;2,) va c6 M,
VTCP u = (a;b;¢) . Khi &6 khoang cach tir diém M1 dén (A) /L
M I Vo: H
dwoc tinh boi cong thitc: o(X0: Yo:20)

[MUMI; u}

d(M,,A) =

()

3.4.3. Khoang cach giita dwong thing chéo nhau

Noi dung Hinh vé

DPinh ly:
Trong khong gian (Oxyz) cho hai duong thing chéo
nhau :
(A)) co VTCP u= (a;b5¢) va qua M (z,;y,:2,)
(A,) co VICP W = (a;b5¢) va qua M (x,;y,:2,)
Khi d6 khoang cach gitta (A,) va (A,) dwogc tinh boi

|-,

&

cong thieccd(A,A)) =

3.5. Lap phuong trinh duong thing
Dé 13p phuong trinh duong thang d ta can xac dinh 1 diém thudc d va mot VTCP ctia né.
3.5.1. Dang 1
r=x +at
d di qua diém M (z;y,;2,) vaco VICP a = (a;;a,;a,) la(d):qy=y +at (t€R).
z=z +at

3.5.2. Dang 2

d di qua hai diém A, B: Mot VICP ctia d 1a AB.
3.5.3. Dang 3
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d di qua diém M (z;y,;2,) va song song voi duong thang A cho trude: Vi d / /A nén
VTCP cua A ciingla VTCP cua d.
3.5.4. Dang 4

d di qua diém M (z,;y,;z,) va vudng géc voi mit phing (P) cho trwdc: Vi d L (P) nén

(
VTPT ctia (P) ciing 1a VTCP cta d.
3.5.5. Dang 5
d 1a giao tuyén ctia hai mat phang (P),(Q):
o Céch1:

Tim mot diém va mot VICP.

. P
* Tim toa d0 mét diém A € d : bang cach giai hé phuong trinh {( (vdi viéc chon

@)
gia tri cho mot an)
* Tim mot VICP ctia d : G = [ﬁp,ﬁQ]
e Cach2:
Tim hai diém A, B thudc d, roi viét phuong trinh duong thang di qua hai diém dé.
3.5.6. Dang 6
d di qua diém M, (z;y,;2,) va vudng géc véi hai duong thing d,,d, :
VidLld, dLd, nénmotVICPcta d 1a:d=|q,.d, |
3.5.7. Dang 7
d di qua diém M, (z,;y,;2,), vudng goc va cat duong thang A.
e Cach1:

) HeA
Goi H la hinh chiéu vuong goéc cua M, trén duong thang A. Thi L
MH 14

0 A

d6 duong thang d 1a duong thang di qua M,, H.

o Cach2:
Goi (P) la mit phang di qua A va vudng géc véi d ; (Q) 1a mit phang di qua A va
chtra d. Khidé d =(P)(Q)

3.5.8. Dang 8
ddi qua diém M, (z;y,;2,) va cat hai dudong thang d,d, :

e Cach1:
Goi M, ed, M, e d,. T diéu kién M, M, M, thrfmg hang ta tim dwoc M, M,. Tt
d6 suy ra phuong trinh dwong thing d.

e Cach2:
Goi (P)=(M,,d), (Q)=(M,,d,). Khi &6 d = (P)(Q). Do d6, mot VICP ctiad cé

07772

thé chon la @ = 7,7, |
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3.5.9. Dang 9

d nam trong mat phang (P) va cit ca hai duong thang d,.d, :
Tim céc giao di€ém A =d N (P), B=d,n (P)
Khi d6 d chinh la dwong thang AB.
3.5.10. Dang 10
Viét phuong trinh mat phang (P) chtta A va d,, mit phing (Q)cht’ra A va d,
Khi d6 d = (P) m(Q).
3.5.11. Dang 11

d 1a dudong vudng goc chung ctia hai duong thang d,, d, chéo nhau:

o Céch1:
- ... |MN_Ld . L .
Goi M, ed, M, ed, T diéu kién ', ta im dwgc M, N. Khi d6, d la
MN 1d,
duong thang MN.
o Céch2:

* VidLld vadLld, nénmdtVICP cua dcd théla: a =|d,.d, |.
= Lap phuwong trinh mat phang (P) chitad va d,, bang cach:
v Lay mot diém A trén d,.
v Mot VIPT cua (P) c6 théla: i, =[a.d, |.
* Tuong tw lap phuong trinh mat phsfmg (Q) chttadva d,. Khidé d = (P) N (Q)
3.5.12. Dang 12
d 12 hinh chiéu cua dwong thang A 1én mit phang (P) thi ta Lap phuong trinh mit phéng
(Q) chita A va vudng gdc véi mit phang (P) bang cach:
e Lay M eA.
e Vi (Q) chtta A va vudng goc voi (P) nén 7, = [”A,ﬁp].
o Khidé d=(P)n(Q).
3.5.13. Dang 13
d di qua diém M, vudng goc véi d, va cit d, :
e Cach1:
Goi N la giao diém ctiadva d,. Tt diéu kién MN L d, ta tim duwoc N. Khi do, dla
duong thang MN.
e Cach2:
= Viét phuong trinh mat phang (P) qua M vavuodng gbc véi d,.

= Viét phuong trinh mat phang (Q) chtta M va d,.
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= Khidé d =(P)n(Q).

3.6. Vi tri twong doi
3.6.1. Vi tri tuong doi giita hai dwong thang
D& xét VITD gifta hai duwong thing, ta cé thé stt dung mot trong cac phuong phap sau:
e Phuwong phdp hinh hoc:

Dua vao mdi quan hé gitra cac VITCP va cac diém thudc cac duong thang.

e Phuong phap dai s6:

Dua vao s6 nghiém ctia hé phuong trinh cac duong thang.
3.6.2. Vi tri twong ddi gitta dwong thang va mat phing
Dé xét VTTD giita duong thang va mit phang, ta ¢ thé st dung mot trong cac phuong
phap sau:
e Phwong phdp hinh hoc:

Dua vao m&i quan hé gitta VTCP ctia duong thang va VTPT ctia mét phang.
¢ Phuong phap dai sé:

Dua vao s6 nghiém ctia hé phuong trinh duong thang va mat phang.
3.6.3. Vi tri twong ddi gitta dwong thang va mit ciu
D& xét VITD gifta duong thang va mat cau ta c6 thé stt dung cac phuong phap sau:
e Phuwong phdp hinh hoc:

Duta vao khoang cach tlr tam mét cau dén duong thang va ban kinh.

e Phuong phap dai s6:

Dua vao s6 nghiém ctia hé phuwong trinh duwong thang va mat cau.

3.7. Khoang cach
3.7.1. Khoang cach tit diém M dén dwong thang d
e Cach1:

Cho duong thang d di qua M, va cé VTCP G thi d(M,d) =
e Cach2:

= Tim hinh chiéu vuéng géc H ctia M trén duong thang d.

= d(M,d)=MH.
o Cach3:

* Goi N (:c; v; z) e d. Tinh MN’theo ¢ (¢ tham s& trong phuong trinh duong thang

d).
= Tim t d& MN® nho nhat.
» Khidé N = H.Do d6 d(M,d) = MH.

3.7.2. Khoang cach giita hai dwong thang chéo nhau
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Cho hai duong thang chéo nhau d, va d,. Biét d, di qua diém Mi va c6 VICP a,, d, di

A N — \ _ ‘[&’1,@2}.M1M2
qua diém M, va c6 VICP 4, thi d(d,d,) = =———=—

Chuy:

Khoang cach giita hai duong thang chéo nhau d,, d, bang khoang cach gitta d, v6i mét
phang (a) chtta d, va song song vdi d,.
3.7.3. Khoang cach giita hai dwong thang song song

Khoang cach gifta hai duwong thiang song song bang khoang cach tir mot diém thudc
duong thang nay dén duong thang kia.
3.7.4. Khoang cach giita mot dwong thang va mot mat phang song song

Khoang cach gitta duong thang d véi mat phang (a) song song v&i né bang khoang cach
tir mot diém M bat ki trén d dén mat phang («).
3.8. Goc

3.8.1. Goc giita hai duwong thing
Cho hai duong thang d,, d, Tan lwot ¢6 cac VICP d,,d,.

a,.a, ‘

|

Goc gitra d;, d, bang hodc bu véi goc gitra a,,a, la: cos( . 2) =

I}

3.8.2. Géc gitta mot dwong thang va mot mit phang

Cho dudng thang d 6 VTCP G = (a,;a,;a,) va mt phing () 6 VIPT ii = (4; B;C).

Géc gitta duong thang d va mit phang (a) bang goc gitta duong thang d véi hinh chidu
B |Aa1 + Ba, +Ca3|

\/A2+Bz+C2\/a12+a22+a32

d'ctiano trén (a) la: sin(d/,(;))

4. MAT CAU

4.1. Phuwong trinh mit cAu
4.1.1. Phwong trinh chinh tac
Phuong trinh ctia mét cau (§) tam I (a;b;c), ban kinh R 1a:
(8):(@—a) +(y—b)' + (=) = R* (1)
Phwong trinh (1) duoc goi 1a phuong trinh chinh tac ctia mit cau
béacbiét: Khi /=0 thi (C):2°+y* +2* = R
4.1.2. Phuong trinh tong quat

Phuong trinh : z° +y* + 2> —2ax - 2by —2c2 +d =0 v6i o’ +b*+c*—d >0 la phuong

trinh cia mat cau (S) c6 tam I(a;b;c), bankinh R=+a’+b*+c” —d.
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4.2. Giao ctia mit ciu va mit phang
Cho mgt phang () va mat cau (S ) c6 phuong trinh :
(a): Az +By+Cz+D =0
(S):(z—a) +(y—b+(z—cf =R

Goi d(I;«) la khoang cach tir tam mat cau (S ) dén mit phang a

Cho mdt cau S (I; R) va mat phang (P)

Goi H 1a hinh chi€u vuong goc ctia I 1én (P) =d=IH= d(I

(P)).

d>R d=R

d< R

Mit cau va mat phang Mit phéang tiép xdc mit cau:

khong c6 diém chung. (P) 1a mét phang tiép dién ctia

mit cau va H : tiép diém.

Mit phang cat mat cau
theo thiét dién la duong

tron ¢ tAm I’ va ban kinh

Pl - i

r =R’ - IH®

4.3. Mot s6 bai toan lién quan
4.3.1. Dang 1

S) cotam I (a;b;c) vabankinh R thi (S):(z—a)’ +(y—b) +(z—¢)’ = R’
(5) (asbic) (5)

4.3.2. Dang 2
($) c6 tam I(a;b;c) va di qua diém A thibankinh R = IA.
4.3.3. Dang 3
($) nhan doan thing AB cho trwdc lam dudng kinh:
e Tam I latrung diém ctia doan thang
— ‘TA + xB .

AB: T, =
2

y,+y zZ,+z
Ly, = A2 B;ZI: A2 B

e Ban kinh Rz[Az%.

4.3.4. Dang 4
(S ) di quabon diém A, B,C,D (mat cau ngoai tiép ti dién)

¢ Gia st phuong trinh mat cau (S ) c6 dang:

2+ Y+ 2 +2ax +2by +2cz+d =0 (*)

¢ Thay Ilan luot toa d6 cta cac diém A, B,C, D vao (*), ta duoc 4 phuong trinh.
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¢ Giai hé phuwong trinh d¢6, ta tim duoc a,b,¢,d = Phuong trinh mét cau (S ) .
4.3.5. Dang 5
(S) di qua ba diém A, B,C va cé tam I nam trén mat phang (P) cho trudce thi giai twong
te dang 4
4.3.6. Dang 6
(S) c6 tam I va tiép xtic véi mit cau (7)) cho trude:
e Xac dinh tam I vabankinh R' ctia mit cau (7).
e St dung diéu kién tiép xtc ctia hai mdt cau dé€ tinh ban kinh R ctia mdt cau (S )
(Xét hai truong hop tiép xtc trong va ngoai)
Chua y:
V6i phuong trinh mat cau (S) s+t + 2"+ 2ar +2by +2c2+d =0
véi a® +b° +c* —d >0 thi (S) co tam I(fa;fb;fc)vé bankinh R=+a’ +b” +¢* —d.
Dac biét:
Cho hai mit cau S, (1, R )va §,(I,, R,).

o I < ‘Rl - RQ‘ = (Sl), (52) trong nhau

II, >R +R, < (Sl), (SQ)ngoéi nhau

I, = ‘Rl - RQ‘ = (Sl), (SQ)tié'p xuc trong

L1, =R +R, < (8,), (9,)tiép xtic ngoai

‘Rl - RQ‘ <II,<R +R <& (51)7 (SQ)cét nhau theo mot duong tron (dwong tron
giao tuyén).
4.3.7. Dang 7

Viét phuwong trinh mét cau (S ) co tam [ (a;b;c), tiép xtc véi mat phang (P) cho trudce thi
ban kinh mit cau R = d([;(P))
4.3.8. Dang 8

Viét phuong trinh mét cau (S ) co tam [ (a;b;c), cat mat phang (P) cho trudce theo giao
tuyén la mot duong tron thoa diéu kién .

e Duong tron cho treede (ban kinh hodc dién tich hodc chu vi) thi tit cong thikc dién tich

duong tron S = zr® hodc chu vi duong tron P =277 ta tim duwoc ban kinh duong

tron giao tuyén .
e Tinh d= d(f,(P))
e Tinh ban kinh mat cau R =+d* + r*

e Két ludn phuong trinh mat cau.
4.3.9. Dang 9
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Viét phuong trinh mat cau (S ) tiép xdc véi mot duong thang A cho triede va c6 tdm
I(a;b;c) cho truedc thi duong thang A tiép xtc véi mat cau (S) taco R= d(I,A) .
4.3.10. Dang 10

Viét phuong trinh mat cau (S) tiép xtic véi mot duong thang A tai tiép diém M (zo, Y., zo)
thudc A va céd tdm I thudc duong thang d cho trudce thi ta lam nhw sau:

Viét phuong trinh mét phang (P) di qua diém M va vuodng goc véi duong thang A .

Toa dotam I = (P) N A langhiém ctia phuong trinh.

Bén kinh mit cau R = IM = d(I,A).
¢ Két ludn vé phuong trinh mat cau (S )
4.3.10. Dang 10
Viét phuong trinh mat cau (S ) co tam I (a;b;c) va cat duong thang A tai hai diém A B
thoa man diéu kién:
e Do dai AB la mot hang sd.
e Tam gidc JAB la tam gidc vudng.

e Tam giac IAB la tam giac déu.
Thi ta xac dinh d(I,A) =JH,vi AIAB can tai I nén HB = AQ—B va ban kinh mat cau R

dwoc tinh nhu sau:

e R=+VIH’+HB’

e« R= IH
sin 45°
e« R= IH
sin 60°

4.3.11. Dang 11
Tap hop diém la mat cau. Gia st tim tap hop diém M thoa tinh chat (P) nao do.
e Tim hé thuc gitra cac toa dd z, y, 2z cua diém M.
(x—a) +(@y-b*+(z—¢)’ =R* hodc: 2*+y’ +2" +2ax+2by+2cz+d =0
e Tim gidi han qui tich (néu c9).
4.3.12. Dang 12

Tim tap hop tam madt cau

z = f(t)
e Tim toa d0 caatam I/, ch.:fmg han: {y = g(t) (*)
z = h(t)

e Khu ¢ trong (*) ta c6 phwong trinh tap hop diém.

e Tim gidi han qui tich (néu c9).
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5.MOT SO DANG GIAI NHANH CUC TRI KHONG GIAN

5.1. Dang 1
Cho (P) vahai diém 4,B. Tim M e (P)d& (MA+ MB) 2

Phwong phap
e Néu 4 va B trai phia so v6i (P) = M, A,B thing hang= M = AB N (P)

e Néu 4 va B cung phia so véi (P) thi tim B' la d6i xGng ctia B qua (P)

5.2. Dang 2

Cho (P) va hai diém 4,B. Tim M e (P)dé’ ?

max

MA - MB

Phuwong phap
e Néu 4 va B cung phia so véi (P) = M,A,B thang hang= M = AB m(P)
e Néu 4 va B trai phia so voi (P) thi tim B' la d6i xiing ctia B qua (P)

= ‘MA—MB":AB'

5.3. Dang 3
Cho diém M (a: M;yM;zM) khong thudc cac truc va mat phéng toa dd. Viét phuong trinh

(P) qua M va cit 3 tia Oz,0y,0z Tan luwot tai 4, B,C sao cho V. nho nhat?

0.ABC

Phuwong phap (P): 3; + 3;/ + 35 =1
M

M M

5.4. Dang 4
Viét phuong trinh mat phéng(P) chita dwong thang d, sao cho khoang cach tir diém
M ¢ d dén (P) lalén nhat?

QuaAed
Phwong phap (P): ;L(P) — [[&d,m};d}

5.5. Dang 5
Viét phrong trinh mat phang (P) quaA vacach M mot khang 16n nhat ?

Qua A

Phwong phap (P ) : {n(P) —AM

5.6. Dang 6
Viét phuong trinh mat phéng(P) chita dwong thang d, sao cho (P) tao voi A (A khong

song song voi d) mot goc 16n nhat la 16n nhat ?
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QuaAed
Phuong phap (P): n [[% " :|,1_;d:|

n(p) =1| Ud,Ua

5.7. Dang 7
ChoA// (P ) Viét phuong trinh duong thang d nam trong (P) song song véi A va cach

A mot khoang nho nhat ?
Phuwong phap

, Qua A’
Ldy Ae A, goi A’ lahinh chiéu vudng géc ctia A trén (P) thi d:q~ -

Ud = UA

5.8. Dang 8

Viét phuong trinh duong thang d di qua diém A cho trude va ndm trong mat phang (P)
cho trudc sao cho khoang cach tir diém M cho trude dén d la 16n nhat (AM khong vudng
goc véi (P)) ?

QuaAed
Phuwong phap d: o [;(P) A—]\ﬂ

5.9. Dang 9

Viét phuong trinh duong thang d di qua diém A cho trude va ndm trong mait phang (P)
cho trudc sao cho khoang cach tir diém M cho trede dén d 1a nho nhat (AM khong vudng
goc véi (P))?

QuaAed
Ph h3 d:{- - — -
tong phap Ud = Hn(p),AMJ,n(P)}

5.10. Dang 10
Viét phuong trinh duong thang d di qua diém A e (P)cho trudc, sao cho dnam trong
(P) va tao v6i duong thang A modt géc nho nhat (A cat nhung khong vudng gdc véi (P) )?
Phuwong phap
QuaAed

= [ A0 ]|



