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HỆ PHƯƠNG TRÌNH2CH
UYÊN ĐỀ

I  TÓM TẮT LÝ THUYẾT

A  HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐỐI XỨNG LOẠI I

Hệ phương trình loại I theo ẩn x  và y : Là hệ phương trình mà khi ta đổi vai trò của các 
ẩn x  và y  thì hệ phương trình vẫn không thay đổi.

Dạng hệ phương trình ( )
( )

, 0

, 0

f x y

g x y

ìï =ïïíï =ïïî
 với 

( ) ( )
( ) ( )

, ,

, ,

f x y f y x

g x y g y x

ìï =ïïíï =ïïî
.

Đặt 
S x y
P xy

ìï = +ïíï =ïî
. 

Hệ phương trình ở dạng thu gọn 
( )
( )

, 0

, 0

f S P

g S P

ìï =ïïíï =ïïî
, điều kiện 2 4S P³ .

(với S  là tổng hai nghiệm và P  là tích hai nghiệm).

�� Phương pháp giải:

Bước 1: Đặt 
S x y
P xy

ìï = +ïíï =ïî
 và ,x y  chính là nghiệm của phương trình.

Điều kiện 2 4S P³ .

Bước 2: Xác định S  và P .

Khi đó S  và P  là nghiệm của phương trình bậc hai: 2 0X SX P- + = .

Bước 3: Giải phương trình: bậc hai theo ẩn X .

Bước 4: Suy ra giá trị ,x y .

Ví dụ 1: 

Giải hệ phương trình 
2 2

3 2 2 3

5
6

x y x y
x x y xy y

ìï - + - =ïíï - - + =ïî
.

�� Giải: 

Ta có hệ phương trình tương đương 
( ) ( )
( )( )

2 2

2 2

5

6

x y x y

x y x y

ìï - + - =ïïíï - - =ïïî

.

Đặt 
2 2a x y

b x y

ìï = -ïíï = -ïî
.

Hệ phương trình trở thành: 5
6

a b
ab

ìï + =ïíï =ïî
.
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Suy ra a  và b  là hai nghiệm của phương trình: 2 2
5 6 0

3
X

X X
X
é =ê- + = Û ê =ë

.

Với 
2 2

1122 2 633 73 3
6

xa x y x y
b x y x y y

ìïì ïï =ïìì ïïï = - = + = ïïï ï ï ïÞ Û Ûí í í íï ï ï ï= - =ï ï ï ïî î - = =-ï ïïî ïïî

.

Với 
2 2

733 3 422 12 2
4

xa x y x y
b x y x y y

ìïì ïï =ïìì ïïï = - = + = ïïï ï ïÞ Û Ûí í í íï ï ï ï= - =ï ï ï ïî î - = =-ï ïî ïïî

.

Ví dụ 2: 

Giải hệ phương trình 
2 2 4

2
x xy y
x xy y

ìï + + =ïíï + + =ïî
.

�� Giải: 

Đặt 
S x y
P xy

ìï = +ïíï =ïî
 ( 2 4S P³ ).

Hệ Phương trình trở thành: 
2 4

2
S P
S P

ìï - =ïíï + =ïî

( )2 2

2
2 2 2

2
2 4 06 0

3

P S
P S P S S

S
S S PS S

S

ìï = -ïì ì ìï = - ï = - ï =ïï ï ï ïéÛ Û Û Û=í í í íêï ï ï ï- - = =+ - =ï ï ï ïîî êî ï =-ëïî

 hoặc 
3

5
S
P

ìï =-ïíï =ïî

Với 
2 2 2
0 0 0

S x y x
P xy y

ì ì ìï ï ï= + = =ï ï ïÞ Ûí í íï ï ï= = =ï ï ïî î î
 hoặc 0

2
x
y

ìï =ïíï =ïî

Với ( ) 2

3 33 3
3 55 5 3 5 0

x y x yS x y
y yP xy y y

ì ìì ì ï =- - ï =- -ï ï=- + =- ïï ï ïÞ Û Ûí í í íï ï ï ï- - == = + + =ï ï ï ïî î îî

2

3

3 11 0
2 4

x y

y

ìï =- -ïïïÛ æ öí ÷çï + + =÷çï ÷ç ÷ïè øïî

 (hệ phương trình vô nghiệm).

Vậy hệ phương trình có nghiệm: ( ) ( ) ( ); 2; 0 , 0; 2x y = .

  Bài tập tương tự:

1) Giải hệ phương trình 2 2

19
84

xy x y
x y xy

ìï + + =ïíï + =ïî

Đáp số: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); 6 42; 6 42 , 6 42; 6 42 , 3; 4 , 4; 3x y = + - - + .

2) Giải hệ phương trình 
2 2 6

5
x y xy
xy y z

ìï + =ïíï + + =ïî

Đáp số: ( ) ( ) ( ); 1; 2 , 2; 1x y = .
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3) Giải hệ phương trình 
2 2 2

3

y x

xy

ìï - =ïïíï =-ïïî

Đáp số: ( ) ( ) ( ); 1; 3 , 1; 3x y = - - .

4) Giải hệ phương trình 
4 4

5
97

x y
x y

ìï + =ïíï + =ïî
Đáp số: ( ) ( ) ( ); 2; 3 , 3; 2x y = .

5) Giải hệ phương trình 
2 2 1

3
x xy y
x y xy

ìï + + =ïíï - - =ïî
Đáp số: ( ) ( ); 1; 1x y = - .

B  HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐỐI XỨNG LOẠI II

Hệ phương trình đối xứng loại II theo ẩn x và y là hệ phương trình mà khi ta đổi vai trò 

của x cho y thì hai phương trình của hệ sẽ hoán đổi cho nhau. Dạng phương trình 
( )
( )

, 0

, 0

f x y

f y x

ìï =ïïíï =ïïî
.

�� Phương pháp giải:

Bước 1: Cộng hoặc trừ hai vế của hai phương trình để đưa hệ phương trình về phương 
trình tích và lập hệ phương trình:

Đưa về dạng ( ) ( )
( )

, , 0

, 0

f x y f y x

f x y

ìï - =ïïíï =ïïî
 hoặc 

( ) ( )
( )

, , 0

, 0

f x y f y x

ff x y

ìï + =ïïíï =ïïî

( ) ( ) ( )
. , 0

, 0
x y

x y f x y
f x y

é =êÛ - = Û ê =êë
.

Bước 2: Giải hệ phương trình vừa lập được.

Bước 3: Xét nghiệm của hệ phương trình là nghiệm của từng phương trình trong hệ ở 
bước 1.

Ví dụ 1: 

Giải hệ phương trình 
2

2

1 3 (1)
1 3 (2)

x y
y x

ìï + =ïíï + =ïî
.

�� Giải: 

Lấy (1) trừ vế theo vế cho (2), ta được: ( ) ( )2 21 1 3 3x y y x+ - + = -

( ) ( )( ) ( )2 2 3 3 0x y y x x y x y x yÛ - = - Û - + + - =

( )( )3 0
3 0 3

x y x y
x y x y

x y x y
é é= =ê êÛ - + + = Û Ûê ê+ + = =- -ë ë

Với x y=  thế vào (1), ta được: 2 1 3y y+ =
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2

3 5 3 5
2 23 1 0

3 5 3 5
2 2

y x
y y

y x

é + +ê = Þ =ê
êÛ - + = Û ê - -ê = Þ =êë

Với 3x y=- -  thế vào (2), ta được ( )2 1 3 3y y+ = - -
2

2 3 313 10 0 0
2 4

y y y
æ ö÷çÛ + + = Û + + =÷ç ÷ç ÷è ø

 (vô nghiệm).

Vậy hệ phương trình có nghiệm: 

( ) 3 5 3 5 3 5 3 5; ; , ;
2 2 2 2

x y
æ ö æ ö+ + - -÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç= ÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è ø

.

Ví dụ 2: 

Giải hệ phương trình 
2 2

2 2

2 2 (1)
2 2 (2)

x y x y
y x y x

ìï - = +ïíï - = +ïî

�� Giải: 

Lấy (1) trừ vế theo vế cho (2), ta được: ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 2 2x y y x x y y x- - - = + - +

( ) ( )( ) ( )
2 23 3

3 1
x y

x y x y x y x y x y
x y

é =êÛ - = - Û - + = - Û ê + =êë

Với x y=  thế vào (1) ta được 2 0 0
3

3 3
x y

x x
x y
é = Þ =ê- = Û ê =- Þ =-ë

Với ( ) 1 33 1
3

yx y x -
+ = Û =  thế vào (2), ta được 

2
2 1 3 1 32 2

3 3
y yy y

æ ö- -÷ç ÷- = +ç ÷ç ÷çè ø
2

2 1 5 1 190 0
3 9 6 36

y y y
æ ö÷çÛ - + = Û - + =÷ç ÷ç ÷è ø

 (vô nghiệm).

Vậy hệ phương trình có nghiệm: ( ) ( ) ( ); 0; 0 , 3; 3x y = - - .

  Bài tập tương tự:

1) Giải hệ phương trình 
3

3

2
2

x x y
y y x

ìï = +ïíï = +ïî

Đáp số: ( ) ( ) ( ) ( ); 0; 0 , 3; 3 , 3; 3x y = - - .

2) Giải hệ phương trình 
2 2

2 2

2
2

x y y
xy x

ìï + =ïíï + =ïî
Đáp số: ( ) ( ); 1; 1x y = - - .

3) Giải hệ phương trình 
2

2

1
1

x xy y
x xy y

ìï + + =ïíï + + =ïî

Đáp số: ( ) ( ) ( )1 1; 1; 1 , ; , ; 2
2 2

x y t t
æ ö÷ç= - - ÷ç ÷ç ÷è ø

 với t +Î .
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C  HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐẲNG CẤP BẬC HAI

Dạng hệ phương trình 
2 2

2 2

0 (1)

0 (2)

ax by cxy d

a x b y c xy d

ìï + + + =ïïíï ¢ ¢ ¢ ¢+ + + =ïïî

�� Phương pháp giải:

Bước 1: Xét 0x=  ( 0y = ), thế vào cả hai phương trình để tìm nghiệm (nếu có).

Bước 2: Xét 0x¹  ( 0y ¹ ).

Đặt x ty=  ( y tx= ).

Ta có hệ phương trình tương đương 
2 2 2 2

2 2 2 2

(3)

(4)

at y by cty d

a t y b y c ty d

ìï + + =-ïïíï ¢ ¢ ¢ ¢+ + =-ïïî

Bước 3: Chia (3) cho (4), ta được: 
2

2

at b ct d

a t b c t d

+ +
=

¢ ¢ ¢ ¢+ +
.

Ta đưa về phương trình bậc hai ẩn t  rồi tiến hành giải.

Ví dụ 1: 

Giải hệ phương trình 
2 2

2 2

2 3 13
4 2 6

x xy y
x xy y

ìï - + =ïíï + - =-ïî

�� Giải:

Xét 0x= , ta có hệ phương trình 
2

2

3 13
2 6
y

y

ìï =ïíï- =-ïî
 (vô nghiệm).

Xét 0x¹ , đặt y tx= .

Hệ phương trình trở thành: 

( )
( )

2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 3 13 (1)2 3 13
4 2 6 1 4 2 6 (2)

x t tx tx t x
x tx t x x t t

ìïì - + =ï - + = ïï ïÛí íï ï+ - =- + - =-ï ïî ïî

Chia (1) cho (2) theo vế, ta được: 
2

2

2 3 13
61 4 2

t t
t t

- +
=

-+ -

2

25
48 46 25 0

1
2

t
t t

t

é
ê =ê

Û - - = Û ê
ê
=-ê

êë

.

Với 25
4

t =  thế vào (1), ta được: 
2

2 225 25 18072 3. 13 13
4 4 16

x x
é ùæ öê ú÷ç- + = Û =÷çê ú÷ç ÷è øê úë û

2

4 25
16 139 139

4 25139
139 139

x y
x

x y

é
ê = Þ =ê
êÛ = Û ê
ê =- Þ =-êë

Với 1
2

t =-  thế vào (1), ta được: 
2

2 21 1 132 3. 13 13
2 2 4

x x
é ùæ ö æ öê ú÷ ÷ç ç- - + - = Û =÷ ÷ç çê ú÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è øê úë û
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2 2 1
4

2 1
x y

x
x y
é = Þ =-êÛ = Û ê =- Þ =ë

.

Vậy hệ phương trình có nghiệm:

( ) ( ) ( )4 25 4 25; ; , ; , 2; 1 , 2; 1
139 139 139 139

x y
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= - - - -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

.

Ví dụ 2: 

Giải hệ phương trình 
2 2

2 2

3 1
3 3 13
x xy y

x xy y

ìï - + =-ïíï - + =ïî

�� Giải:

Xét 0x= , ta được hệ phương trình 
2

2

1
3 13
y

y

ìï =-ïíï =ïî
 (vô nghiệm).

Xét 0x¹ , đặt y tx=  ta được hệ phương trình 
2 2 2 2

2 2 2 2

3 1 (1)
3 3 13 (2)
x tx t x

x tx t x

ìï - + =-ïíï - + =ïî

Chia (1) cho (2) theo vế, ta được 
2

2

1 3 1
133 3

t t
t t

- +
=-

- +

2
2

2 5 2 0 1
2

t
t t

t

é =ê
êÛ - + = Û
ê =êë

Với 2t =  thế vào (1), ta được: 2 1 2
1

1 2
x y

x
x y
é = Þ =ê- =- Û ê =- Þ =-ë

Với 1
2

t =  thế vào (1), ta được: 2 2 11 1
2 14

x y
x

x y
é = Þ =ê- =- Û ê =- Þ =-ë

Vậy hệ phương trình có nghiệm: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); 1; 2 , 1; 2 , 2; 1 , 2; 1x y = - - - - .

  Bài tập tương tự:

1) Giải hệ phương trình 
2 2

2 2

3 2 2 7
6 3 8

x xy y
x xy y

ìï - + =ïíï + - =-ïî

Đáp số: ( ) ( ) ( ) 5 31 5 31; 1; 1 , 1; 1 , ; , ;
241 241 241 241

x y
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= - - - -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

.

2) Giải hệ phương trình 
2 2

2 2

3 5 4 3
9 11 8 6

x xy y
x xy y

ìï - - =-ïíï + - =ïî

3) Giải hệ phương trình 
2 2

2 2

3 2 11
2 3 17

x xy y
x xy y

ìï + + =ïíï + + =ïî

4) Giải hệ phương trình 
2 2

2 2

3 8 4 0
5 7 6 0

x xy y
x xy y

ìï - + =ïíï - - =ïî

5) Giải hệ phương trình 
2

2 2

3 2 160
3 2 8

x xy
x xy y

ìï - =ïíï - - =ïî
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II  BÀI TẬP

1 

Giải hệ phương trình 

1 1 9
2

1 3 1 1
4 2

x y
x y

x xy
y xy

ìïï + + + =ïïïïí æ öï ÷ï ç ÷+ + = +çï ÷çï ÷çè øïïî

�� Giải

 Hệ phương trình tương đương với: 

1 1 9
2

1 3 1 1 1 2
4 2

x y
y x

x x y
y y x

ìæ ö æ öï ÷ïç ÷ç÷+ + + =÷ïç ç÷ ÷çï ç ÷÷ç è øïè øïíï æ ö æ öæ öï ÷ ÷ç ç ÷ç÷ ÷ï + + = + + -÷ç ç ç÷ ÷ï ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç çï è øè ø è øïî
Đặt 

1

1

u x
y

v y
x

ìïï = +ïïïíïïï = +ïïî

Hệ phương trình trở thành: 

9
2

1 3 2
4 2

u v

u uv

ìïï + =ïïïíïï + = -ïïïî

9
2

9 3 9
4 2 2

v u

u u u

ìïï = -ïïïÛí æ öï ÷çï + = - ÷çï ÷ç ÷ï è øïî

Suy ra: 2 29 3 9 93 0
4 2 2 4

u u u u u+ = - Û - + =

2 33 0 22 3

uu
v

ìïïæ ö =ï÷çÛ - = Þ÷ íç ÷ç ÷ ïè ø ï =ïî

1 3
2

1 3

x
y

y
x

ìïï + =ïïïÛíïïï + =ïïî
3 31 23 32 2 21 3

y y yxy x x y
yxy x

ìïï + =ïïÛ Þ = Þ = Þ + =íïï + =ïïî

2
113 2 0 2

2 1

y xy y
y x

é
ê = Þ =
êÛ - + = Þ
ê

= Þ =êë

Hệ phương trình có nghiệm: ( ) ( )1; ;  1 , 1;  2
2

x y
æ ö÷ç= ÷ç ÷ç ÷è ø

. 

Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp đặt hai ẩn phụ, đưa về hệ phương trình bậc 
hai cơ bản giải bằng phương pháp thế. Sau đó từ nghiệm ẩn phụ suy ngược lại nghiệm của 
hệ phương trình.

Ý tưởng: Hình thức bài toán khá phực tạp vì sự xuất hiện của phân thức, quan sát ta 

thấy ở cả hai phương trình của hệ đều xuất hiện biểu thức 1x
y

+ . Ta sẽ nghĩ đến chuyện thế 
1 9 1

2
x y

y x
æ ö÷ç+ = - + ÷ç ÷ç ÷è ø

 xuống phương trình hai nhưng còn đại lượng 1xy
xy

+  chưa biết xử lý như 

thế nào. Có lẽ tác giả đã gợi mở theo con đường đặt ẩn phụ, nếu đặt 1 1;u x v y
y x

= + = +  thì 

bây giờ ta chỉ cần biểu diễn 
1xy

xy
+  qua ;u v  thì hệ phương trình đã cho sẽ được giải quyết. 

Ta có 

1 1

1 1

u x uy xy
y

v y vx xy
x

ìïï = + Û = +ïïïíïïï = + Û = +ïïî
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( )2 11 2uvxy xy uv xy
xy

Þ = + Û = + + .

Khi đó, hệ Phương trình đã cho tương đương với: 

9
2

1 3 2
4 2

u v

u uv

ìïï + =ïïïíïï + = -ïïïî

.

Hệ phương trình trên là hệ phương trình cơ bản, hoàn toàn giải quyết được bằng phương 
pháp thế.

Bài toán kết thúc.

  Bài tập tương tự:

1.	 Giải hệ phương trình ( )2 2

2 2 2

1 2

1 3

x y

xy x y x

ìï + =ïïíï + + =ïïî
. 

Đáp số: ( ) ( ) ( ) 7 5 7 5; 1; 1 , 1; 1 , ; , ;
4 47 7

x y
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç= - - - -÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è ø

.

2.	 Giải hệ phương trình 
( ) ( )
( )( )

2 2

2 2

1 1 27

1 1 10

x y xy

x y xy

ìï + + =ïïíï + + =ïïî
.

Đáp số: ( ) ( )1 1; ; 2 3 , 2; 2 3 , 2 3;
2 2

x y
æ ö æ ö÷ ÷ç ç= ± ± -÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è ø

.	

2 

Giải hệ phương trình 
2 2

2 2

1

2 4

x xy y

x xy y

ìï - + =ïïíï + + =ïïî
.

�� Giải

Giải hệ phương trình 
2 2

2 2

1

2 4

x xy y

x xy y

ìï - + =ïïíï + + =ïïî
.

Thế 2 21 x xy y= - +  xuống vế phải phương trình thứ hai của hệ phương trình, ta có:

( )2 2 2 22 4x xy y x xy y+ + = - +

( )( )2 23 5 2 0 3 2 0
3 2
x y

x xy y x y x y
x y

é =êÛ - + = Û - - = Û ê =ë
.

Với y x= , thế vào phương trình thứ nhất trong hệ, ta được 2 1 1
1

1 1
x y

x
x y
é = Þ =ê= Û ê =- Þ =-ë

.

Với 33 2
2
xx y y= Û = , thế vào phương trình thứ nhất trong hệ, ta được:

2

2 3
7 7 71

2 34
7 7

x y
x

x y

é
ê = Þ =
ê
ê= Û ê
ê =- Þ =-êë

.

Vậy hệ phương trình đã cho có bốn nghiệm kể trên.

Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp thế và tách ghép phương trình đẳng cấp bậc 
hai tìm nhân tử chung. 
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Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

•	 Phương trình đẳng cấp bậc hai có dạng: 2 2. . . 0a x b xy c y+ + = .

•	 Nhóm nhân tử chung, đưa về dạng 

( )( )2 2. . . 0 . . 0
x my

a x b xy c y x m y x n y
x ny
é =ê+ + = Û - - = Û ê =ë

.

Hai trường hợp này, thế vào một trong hai phương trình còn lại của hệ, sẽ được phương 

trình có dạng 
2

2

x t x t

y u y u

é = Û =±ê
ê
ê = Û =±ë

. 

Chú ý: nếu , 0t u<  thì phương trình sẽ vô nghiệm.

Ý tưởng: Nhận thấy ở vế trái của mỗi phương trình đều có dạng của phương trình đẳng 
cấp bậc hai 2 2. . .a x b xy c y+ + , nếu thế một trong hai phương trình còn lại ta cũng sẽ thu được 
một phương trình bậc đẳng cấp bậc hai bằng 0. Từ đó tìm mối quan hệ giữa ,x y. Thế ngược 
lại phương trình thứ nhất của hệ. Tìm nghiệm. 

•	 Ở vế phải phương trình thứ hai có 4 4.1=  mà từ phương trình một 2 21 x xy y= - + . 
Vậy nên phương trình hai trở thành:

( )2 2 2 22 4x xy y x xy y+ + = - +

( )( )2 23 5 2 0 3 2 0x xy y x y x yÛ - + = Û - - = .

•	 Có thể dễ dàng giải phương trình theo cách đồng nhất hệ số ở bước làm ra nháp như sau: 

( )( ) ( )2 2 2 23 5 2 3 3x xy y x my x ny x mxy nxy mny- + = - - = - - + .

Đồng nhất hệ số hai phương trình, ta có 3 3 5
3 2

m n
mn

ìï + =ïíï =ïî
. 

Đây là phương trình hai ẩn, đã biết cách giải theo Vi-ét, tìm được 21;
3

m n= = .

Bài toán kết thúc.

  Bài tập tương tự:

1.	Giải hệ phương trình 
2 2

2 2

7

3 5 5

x xy y

x xy y

ìï + + =ïïíï - - =ïïî
. 

Đáp số: ( ) ( ) ( ) 5 4 5 4; 2; 1 , 2; 1 , ; , ;
3 3 3 3

x y
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= - - - -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

.

2.	Giải hệ phương trình 
3 2 3

2 2 3

3

3 3

x x y y

x xy y

ìï + + =ïïíï - + =ïïî
. 

Đáp số: ( ) ( ) ( ) ( )3; 1; 1 , 2; 1 , 3; 0x y = - .
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3 

Giải hệ phương trình 
2 2

2 2 3

1
2 2.x y

x xy y
x xy y

ìïïïíï - -ïïî

- + =

+ - =-

�� Giải

Cộng từng vế hai phương trình ta có: 22 3 1x xy x y+ - - =-

( ) ( )2 2 1 0x x y x x yÛ + - - + + =

( )( )1 2 1 0x x yÛ - + - = .

TH1: 21 0 0x y y y= Þ - = Þ =  hoặc 1y =  (thỏa mãn).

TH2: 2 1 1 2x y y x+ = Þ = - , suy ra 

( ) ( )22 1 2 1 2 1x x x x- - + - = 27 5 0x xÛ - =
0 1
5 3
7 7

x y

x y

é = Þ =ê
êÛ
ê = Þ =-êë

.

Đáp số ( ) ( ) ( ) ( ) 5 5; 1; 0 , 1; 1 , 0; 1 , ;
7 7

x y
æ ö÷ç= - ÷ç ÷ç ÷è ø

.

Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp hằng số biến thiên tìm ra được một phương 
trình biển diễn mối liên hệ giữa hai biến và từ đó thế ngược lại một trong hai phương trình, 
tìm nghiệm của hệ.

Ý tưởng: Đây là hệ phương trình bậc hai, trước hết ta sẽ đi tìm nhân tử ở từng phương 
trình một trong hệ, nếu công việc này thất bại. Ta sẽ nghĩ đến việc kết hợp cả hai phương 
trình. Và điều tối ưu ta nghĩ tới sẽ là xét đenta theo ẩn x  hoặc y  từng phương trình (bạn đọc 
từ làm) khi đó không tìm được nhân tử ;x y . Chính vì thế, còn hướng duy nhất đó là kết hợp 
hai phương trình của hệ, giả sử tồn tại k Î  thỏa mãn phương trình:

( )2 2 2 21 2 3 2 0k x xy y x xy y x y- + - + + - - - + =

( ) ( ) ( )2 21 2 3 1 2 0k x k y x k y y ké ùÛ + + - - + - - + - =ê úë û  ( i ).

Và ta coi ( i ) là phương trình bậc hai ẩn x  đồng thời khi xét xD  nó phải là một số chính 
phương. Ta có: 

( ) ( ) ( )
2 22 3 4 1 1 2x k y k k y y ké ùé ùD = - - - + - - + -ê úê úë û ë û

( ) ( )2 2 25 4 10 8 4 4 1k k y k y k k= - - - + - + .

Đế xD là số chính phương khi hệ số 2y  phải là một chính phương, tức là ta đi Giải 
phương trình: nghiệm nguyên 2 25 4k k m- = . Không khó để ta thấy rằng 1 1k m= Þ =  thỏa 
mãn. Hay nói cách khác: ( )21x yD = - . Khi đó phương trình ( i ):

( )2

3 1 1
23 1 0

3 1 2
2

y yx
x y x y

y yx y

é - + -ê = =ê
Û + - + - = Û ê

ê - - +
= = -ê

êë

.
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Việc còn lại là thế 1x=  hoặc 2x y+ =  vào phương trình một để tìm nghiệm của hệ 
phương trình. 

Bài toán kết thúc.

  Bài tập tương tự: 

1.	Giải hệ phương trình 
3 3 2

2 2

3 9
4

x y y
x y x y

ìï - = +ïíï + = -ïî
.

Đáp số: ( ) 1 13 5 13; ;
2 2

x y
æ ö± - ± ÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷è ø

.

2.	Giải hệ phương trình 
2 2

2

2 2 3 0
3 1 0

x xy y x
xy y y

ìï + + + =ïíï + + + =ïî
.

Đáp số: ( ) ( ) 1 5; 3 2 2; 1 2 , 3 5;
2

x y
æ ö± ÷ç ÷ç= - ± - ± ÷ç ÷ç ÷è ø

 .

4 

Giải hệ phương trình 
( )( )

2 2

3

2

2 2

x y

x x y xy

ìï + =ïïíï = + -ïïî
.

��  Giải

Từ hệ phương trình đã cho ta có ( )( )3 2 2 3 32x x y x y xy x y x y= + + - = + Û = .

Do đó hệ đã cho tương đương với 2 2 1
2

x y
x y

x y

ìï =ï Û = =±íï + =ïî
.

Vậy hệ phương trình có nghiệm ( ) ( ) ( ); 1; 1 , 1; 1x y = - - .

Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháo thế để đưa về phương trình đẳng cấp có mối 
liên hệ giữa các biến sau đó thế ngược lại một trong hai phương trình của hệ ban đầu để tìm 
nghiệm.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:  

•	 Hằng đẳng thức dạng:

( )( )3 3 2 2a b a b a ab b+ = + - +  và ( )( )3 3 2 2a b a b a ab b- = - + + .

•	 Phương trình dạng: ( )( )3 3 3 3 2 20 0x y x y x y x xy y= Û - = Û - + + = .

Vì 
2 2

2 2 3 0
2 4
y yx xy y x

æ ö÷ç ÷+ + = + + >ç ÷ç ÷çè ø
.

Ý tưởng: Cả hai phương trình đều xuất hiện hằng số 2. Đồng thời ở phương trình thứ hai 
có dáng dấp là một phương trình đẳng cấp bậc ba vì vế trái chứa 32x  còn vế phái chứa tích 
của một hàm số bậc nhất và một hàm số bậc hai vì vậy ta sẽ thực hiện phép thế 2 22 x y= +  
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vào vế phải của phương trình hai, ta sẽ có: ( )( )3 2 22x x y x y xy= + + -  (*). Với phương trình 
này (*) nếu bạn nào tinh ý ra sẽ phát hiện được hằng đẳng thức ( )( )3 3 2 2x y x y x xy y+ = + - + . 
Vì thế (*) 3 3 32x x y x yÛ = + Û = . Không thì khai triển tích ra ta cũng sẽ có được điều đó. Việc 
còn lại chỉ là thế x y=  ngược lại phương trình thứ nhất trong hệ và tìm nghiệm. 

Bài toán kết thúc.

  Bài tập tương tự:

1.	Giải hệ phương trình 
( )( )2

3 4
2 2
x y

x x y x

ìï + =ïíï = + -ïî
. 

Đáp số: ( ) ( ) 5; 1; 1 , 1;
3

x y
æ ö÷ç= - ÷ç ÷ç ÷è ø

.

2.	Giải hệ phương trình 
( )( )

2 2

3

3 4
2 2
x y

x x y xy

ìï + =ïïíï = + -ïïî
.

Đáp số: ( ) ( ) ( ); 1; 1 , 1; 1x y = - - .

5 

Giải hệ phương trình 
3 3 1

7 7
x y y x xy

xy y x

ìï + = + - +ïíï + - =ïî

�� Giải

Cộng hai phương trình của hệ ta thu được 

( ) ( )
( )( )

33 3 3 3

2 2

6 8 2 3 2 0

2 4 2 2 0

x y xy x y xy

x y x y xy y x

+ + = Û + + - - - =

Û + - + + - + + =

Ta luôn có: ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2x y xy y x+ + - ³ + - + -  đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 2x y= =- .

Vậy nếu 2 2 4 2 2 0x y xy y x+ + - + + =  ta suy ra 2x y= =-  (loại) vì không thỏa mãn 
phương trình: 7 7xy y x+ - = .

Vậy thu được hệ 2 2
7 7
x y y x

xy y x
ìï + = Þ = -ïíï + - =ïî

.

Suy ra ( ) 2
1 1

7 2 2 2 7 7 12 5 0 5 9
7 7

x y
x x x x x

x y

é = Þ =ê
ê- + - = Û - + = Û
ê = Þ =êë

.

Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp thế (hay cộng vế) để ra được phương trình có 
mối liên hệ giữa các biến. Sau đó thế ngược lại tìm nghiệm của hệ phương trình.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:  

•	 Tổng các đại lượng không âm: 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 20a b b c a c a b c ab bc ca- + - + - ³ Û + + ³ + +
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•	 Đẳng thức: 

( )( )3 3 3 2 2 23a b c abc a b c a b c ab bc ca+ + - = + + + + - - -

Ý tưởng: Cả hai phương trình của hệ, đều xuất hiện nhân tử x y-  vì thế ta sẽ nghĩ đến 
chuyện thế x y-  từ phương trình một vào phương trình hai (hoặc ngược lại), do đó ta có 
được 3 3 6 8 0x y xy+ + - =  ( i ). Đến đây ta mong muốn sẽ biểu diễn mối quan hệ giữa ,x y, 
quan sát phương trình ( i ), ta thấy rằng ( )32 8- =-  và ( )6 3 2xy xy= -  do đó nếu đặt 2z =-  thì 
( i ) 3 3 3 3 0x y z xyzÛ + + - = . Một biểu thức đối xứng rất đẹp, bằng cách nhóm nhân tử, ta có: 

( ) ( )33 3 3 33 0 3 0x y z xyz x y z xy x y z+ + - = Û + + - + + =

( )( ) ( )2 2 22 3 0x y z x xy y xz yz z xy x y zÛ + + + + - - + - + + =

( )( )2 2 2 0x y z x y z xy yz xzÛ + + + + - - - =  (*).

Dễ thấy ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 1
2

x y z xy yz xz x y y z z xé ù
+ + - - - = - + - + -ê úê úë û

 do đó, phương trình 

( )
0x y z

x y z
é + + =ê* Û ê = =ë

. Công việc còn lại là thay 2z =-  suy ra 
2

2
x y
x y
é + =ê
ê = =-ë

. Nhưng 2x y= =-  loại 

vì không thỏa mãn phương trình hai trong hệ. Với 2x y+ =  thay xuống phương trình hai, ta 

tìm được nghiệm của hệ phương trình là ( ) ( ) 5 9; 1; 1 , ;
7 7

x y
æ ö÷ç= ÷ç ÷ç ÷è ø

.

Bài toán kết thúc.

  Bài tập tương tự: 

1.	Giải hệ phương trình 
3 3

2 2

1 3
2 3 0

x y xy
x y x y

ìï + + =ïíï + - + - =ïî
.

Đáp số: ( ) ( ) 1 33 5 33 1 33 5 33; 1; 1 , ; , ;
4 4 4 4

x y
æ ö æ ö- - + + - -÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç= ÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è ø

.

2.	Giải hệ phương trình 
3 3 2 3

4
x y x xy
x xy

ìï + + = +ïíï + =ïî
.

Đáp số: vô nghiệm

6

Giải hệ phương trình 
2 2

2 2

2 3 12

6 12 6

x y xy

x x y y y x

ìï - + =ïïíï + = + +ïïî
.

�� Giải

Hệ đã cho tương đương với ( )( )
( ) ( )

2 3 12

6 12

x y x y

x y xy x y

ìï - + =ïïíï - + - =ïïî
.

Suy ra: ( )( ) ( )( )
0 

2 3 6
2 3 6 .
x y

x y x y x y xy
x y xy

é - =ê- + = - + Û ê + = +ë
 (loại)
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Ta có: ( ) ( )( )
3

2 3 6 3 2 0
2

x
x y xy x y

y
é =ê+ = + Û - - = Û ê =ë

.	

+ Với 3x= , thay vào phương trình đầu của hệ ta có 

2 1
18 3 3 12

2
y

y y
y
é =-ê- + = Û ê =ë

.

+   Với 2y = , thay vào phương trình đầu của hệ ta có 

2 3
2 2 12 12

4
x

x x
x
é =ê+ - = Û ê =-ë

.

Vậy hệ có nghiệm ( ) ( ) ( ) ( ); 3; 1 , 3; 2 , 4; 2x y = - - .

Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp thế hằng số ở cả hai phương trình, sau đó 
phương trình thu được phân tích thành nhân tử và thế ngược lại một trong hai phương trình 
của hệ tìm nghiệm của hệ phương trình.

Ý tưởng: Thoạt nhìn, ta sẽ nghĩ đến hướng xét ∆ ẩn x  hoặc y  ở phương trình thứ hai của 
hệ và mong muốn đenta chính phương. Nhưng hướng đi này sẽ thất bại, vì dễ thấy cũng từ 
phương trình hai, ta tách được rằng ( ) ( ) ( )( )6 12 6 12x y xy x y x y xy- + - = Û - + = . Mặt khác, 
xét vế trái của phương trình một nếu coi đây là một phương trình đẳng cấp bậc hai, ta sẽ 
có được ( )( )2 22 3 2 3x y xy x y x y- + = - + . Khi đó hệ Phương trình đã cho tương đương với: 
( )( )
( )( )

2 3 12

6 12

x y x y

x y xy

ìï - + =ïïíï - + =ïïî
. 

Đây là một hệ rất đẹp vì nhân tử ; 12x y-  đều xuất hiện ở cả hai phương trình, chính vì 
thế suy ra:

( )( ) ( )( )2 3 6
2 3 6 (*)
x y

x y x y x y xy
x y xy

é =ê- + = - + Û ê + = +ë

Với (*), dễ thấy nhân tử như sau: (*) ( )( )
3

3 2 0
2

x
x y

y
é =êÛ - - = Û ê =ë

.

Việc còn lại là thế ngược lại tìm nghiệm của hệ phương trình.

Bài toán kết thúc.

7 

Giải hệ phương trình 
3 3 2

2 2

3 6 3 4

2 11

x y x x y

x xy y

ìï + - + + =ïïíï - + =ïïî
.

�� Giải

Phương trình đầu của hệ tương đương với: ( ) ( )3 31 3 1 3 0x x y y- + - + + =

( ) ( ) ( )2 21 1 1 3 0x y x x y yé ù
Û + - - - - + + =ê úê úë û

1 1x y y xÛ + = Þ = - .
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Thế vào phương trình thứ hai của hệ ta được 

( ) ( )222 1 1 11x x x x- - + - =

2
2 1

4 3 10 0 5 9
4 4

x y
x x

x y

é = Þ =-ê
êÛ - - = Û -ê = Þ =êë

.

Đáp số ( ) ( ) 5 9; 2; 1 , ;
4 4

x y
æ ö- ÷ç= - ÷ç ÷ç ÷è ø

. 

Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp tìm nhân tử từ một phương trình sau đó thế 
vào phương trình còn lại tìm nghiệm của hệ phương trình.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:  

•	 Cách Giải phương trình: bậc hai tổng quát: 2. . 0a t b t c+ + =  ( 0a¹ ).

•	 Hằng đẳng thức: 

( )( )3 3 2 2a b a b a ab b+ = + - +  và ( )3 3 3 2 2 2 2 3 33 3ax by a x a bx y ab xy b y+ = + + + .

Ý tưởng: Quan sát hệ phương trình, phương trình đầu là phương trình bậc ba (bậc 
giảm từ 3 đến 0), phương trình còn lại là phương trình bậc hai vì thế không thể đưa về 
dạng đẳng cấp bậc ba. Việc kết hợp cả hai phương trình đã thất bại, vì vậy ta sẽ đi xét từng 
phương trình một của hệ. Ở phương trình hai có thể làm nháp là: xét ∆ bậc hai đối với x  
hoặc y  thì rõ ràng ∆ không chính phương. Ta chuyển sang phương trình một, rõ ràng ta 
thấy được sự độc lập giữa hai biến ;x y. Ở biến y  xuất hiện hàm 3 3y y+  đồng thời biến 
x  xuất hiện hàm 3 23 6 4x x x- + - . Vậy để tìm được nhân tử chung giữa ;x y thì ta cần 
đưa hàm x  về hàm đơn giản y, tức là đưa về dạng ( ) ( )3 33 3 0x a x a y y- + - + + = . Bằng 
phương pháp đồng nhất hệ số, ta có: ( ) ( )3 3 23 3 6 4 1x a x a x x x a- + - = - + - Þ = . Do đó 
phương trình đầu của hệ ( ) ( )3 31 3 1 3 0x x y yÛ - + - + + = . Bây giờ ta xét đến hằng đẳng 
thức dạng ( )( )3 3 2 2a b a b a ab b+ = + - +  thì sẽ xuất hiện nhân tử chung là 1x y- +  như sau: 

( ) ( )3 31 3 1 3 0x x y y- + - + + =

( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 1 3 1 0x y x x y y x yé ùÛ - + - - - + + - + =ê úë û

( ) ( ) ( )2 21 1 1 3 0x y x x y yé ùÛ + - - - - + + =ê úë û

( ) ( )2 2

1

1 1 3 0 (*)

y x

x x y y

é = -êÛ ê - - - + + =êë
.

Phương trình (*) vô nghiệm vì 
2

21 3(*) 1 3 0
2 4

x y y
æ ö÷çÛ - - + + >÷ç ÷ç ÷è ø

.

Thế 1y x= -  vào phương trình hai giải phương trình bậc hai.

Bài toán kết thúc.
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  Bài tập tương tự:

1.	Giải hệ phương trình 
3 3

2

4 4

4 5 2 3

x y y x

y y x

ìï - = -ïïíï + + = -ïïî
. 

Đáp số: ( ) 8 2 13 8 2 13; ;
3 3

x y
æ ö- - ÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷è ø

2.	Giải hệ phương trình 
3 3 2

5 3

2 3 4
1 0

x x y y y
x y

ìï + - = + +ïíï + + =ïî
Đáp số: ( ) ( ); 0; 1x y = - .

8 

Giải hệ phương trình 
2 2

2

3

2 3 1 4

x y xy

x xy x

ìï + + =ïïíï + = +ïïî
.

�� Giải

Cộng 2 phương trình của hệ, ta được: 2 23 4 4 4x y xy x+ + = +  

( ) ( )2 22 2x y xÛ + = +
2

3 2
x y

x y
é + =êÛ ê + =-ë

.

Nhận xét: Bài toán kết hợp sự tinh tế giữa hai phương trình, để đưa ra được một phương 
trình tìm được mối quan hệ giữa ;x y (hay còn gọi là phương pháp hệ số bất định giải hệ 
phương trình hữu tỷ). Và từ đó thế ngược lại một trong hai phương trình của hệ ban đầu để 
tìm nghiệm. 

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:  

•	 Cách Giải phương trình: bậc hai tổng quát: 2. . 0a t b t c+ + =  ( 0a¹ ).

•	 Đưa hệ phương trình đã cho về dạng 
( )
( )

, 0

, 0

f x y

g x y

ìï =ïïíï =ïïî
.

•	 Giả sử tồn tại k Î  sao cho ( ) ( ); . ; 0f x y k g x y+ =  ( i ). Coi phương trình ( i ) là phương 
trình bậc hai ẩn x  hoặc ẩn y , sau đó xét ∆ sao cho ∆ là một số chính phương, từ đó sẽ tìm 
được k Î cũng như mối quan hệ giữa ;x y.

Ý tưởng: Nhận thấy hai phương trình của hệ không thể tìm được nhân tử chung trong 
chính nó, đồng thời ở phương trình hai có sự độc lập của biến y  nên có thể rút y  và thế 
vào phương trình một sẽ được phương trình bậc bốn, nhưng ta chưa biết nó có nghiệm đẹp 
không, nhỡ chẳng may nó có nghiệm hữu tỷ hoặc nghiệm không tường minh. Vì vậy, ta nghĩ 
đến hướng kết hợp cả hai phương trình của hệ, bằng cách tìm số k Î  thỏa mãn phương 
trình ( ) ( ); . ; 0f x y k g x y+ =  ( i ). Sẽ có rất nhiều giá trị của k Î  đạt yêu cầu bài toán nhưng ta 
chỉ tìm k  duy nhất sao cho ( )iD  là một số chính phương thì mới có thể tìm được nhân tử từ (
i ), ta làm như sau:
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•	 Hệ phương trình đã cho tương đương với: 
2 2

2

3 0
2 3 4 1 0
x y xy

x xy x

ìï + + - =ïíï + - - =ïî
.

•	 Giả sử tồn tại k Î  thỏa mãn: 

( )2 2 23 2 3 4 1 0x y xy k x xy x+ + - + + - - =

( ) ( )2 22 1 3 4 3 0k x ky y k x y kÛ + + + - + - - =  (*).

•	 Xét phương trình (*), coi là phương trình bậc hai ẩn x , ta có:

( ) ( )( )2 23 4 4 2 1 3x ky y k k y kD = + - - + - -

( ) ( ) ( )( )2 2 29 2 3 8 3 1 16 4 2 1 3k k y k k y k k k= - - - + + + + + .

Để xD  là một số chính phương thì hệ số của 2y  trong biệt thức xD  cũng phải là một số 
chính phương, tức là ta cần phải đi giải phương trình nghiệm nguyên: 2 29 2 3k k m- - = . Dễ 

thấy phương trình này có nghiệm 
2

1
4

k
m

ìï =ïíï =ïî
, thay ngược lại xD , ta có: 

( )
( )

2 2

2

4 4 2 8
3 4 4 4 0 26

4 4 2 8 3 2 2 02 8
6

x

y yxx y x y x y
y y x yy x

é - + -êì =ï + - + - = é + =êïï êÞ Ûêí êï ê - - + + + =D = -ï ë=êïî
êë

.

•	 Với việc 1k = , hay nói cách khác là cộng vế với vế của hai phương trình trong hệ, ta 
có thể biến đổi như sau: 

2 2 23 2 3 4 1 0x y xy x xy x+ + - + + - - =

( ) ( ) ( )( )222 2 2 3 2 0x y x x y x yÛ + = + Û + - + + = .

Bài toán kết thúc.

  Bài tập tương tự: 

1.	Giải hệ phương trình 
( )

2 2

2

1
5

574 4 3 1 0
25

x y

x x y x

ìïï + =ïïïíïï + - + + =ïïïî

.

Đáp số: ( ) 2 1 11 2; ; , ;
5 5 25 5

x y
æ ö æ ö÷ ÷ç ç= ÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è ø

.

2.	Giải hệ phương trình 
2 2

2

1
96 21 3 28 117
x y

x x y xy

ìï + =ïíï + + + =ïî
.

Đáp số: ( ) ( ) 24 7; 1; 0 , ;
25 5

x y
æ ö÷ç= ÷ç ÷ç ÷è ø

.
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9 

Giải hệ phương trình ( ) 2

2

1 3
( 2)  1
x y x y
y x y x

ìïïïíïïïî

- + + =

- + = +
.

�� Giải

Hệ phương trình tương đương với: 

( ) ( )
( ) ( )

2

2

1 1 2

2 2 ) 1

x y x y

y x y x

ìï - + - = -ïïíï - + - = -ïïî

( )( )
( )( )

2

2

1 1 2 (1)

2 1 1 (2)

x y y

y x x

ìï - + = -ïïÛíï - + = -ïïî
.

+) Nếu 1x> , suy ra ( )( )21 1 0x y- + >  nên từ (1) 2 0yÞ - > 	 ( )( )22 2 1 0y y xÞ < Þ - + < ;

Từ (2) 1 0xÞ - < 1xÞ <  (mâu thuẫn).

+) Nếu 1x< , tuơng tự suy ra 1x>  (mâu thuẫn).

+) Nếu 1 2x y= Þ =  (thỏa mãn).

Đáp số: 1; 2x y= =

Nhận xét: Bài toán sử dụng kỹ thuật đánh giá theo miền nghiệm khi đoán trước được 
nghiệm của hệ phương trình.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:  

•	 Cho hai biểu thức ( );f x y  và ( );g x y , trong đó ( ); 0g x y > . 

Xét biểu thức: ( ) ( ); . ;P f x y g x y= . 

Có hai trường hợp sau xảy ra đó là ( )0 ; 0P f x y> Þ >  và ( )0 ; 0P f x y< Þ < . 

•	 Kỹ thuật nhẩm nghiệm.

Ý tưởng: Bài toán này không phải là một hệ phương trình đồng bậc, nếu là đồng bậc hai 
thì ta có thể giải quyết bằng cách đưa về hệ số bất định. Nhưng một điều đáng lưu ý ở bài 
toán này đó chính là các biểu thức 1; 2x y- -  được gắn với hai đại lượng không âm. Nên 
nhiều khả năng sẽ xảy ra ( ) ( )2 21 2 0x y y x- = - = . Xét các trường hợp thì thấy ( ) ( ); 1; 2x y =  là 
nghiệm duy nhất của hệ phương trình. Hoặc ta có thể sử dụng kỹ thuật nhẩm nghiệm như 
sau, đó là giả sử x k= , bây giờ ta sẽ thay thử các giá trị của k , tất nhiên sẽ lấy các giá trị k  
nguyên và đẹp. Và cũng cho ta được nghiệm ( ) ( ); 1; 2x y = . Với cặp nghiệm này, thực chất bài 

toán quy về giải hệ phương trình 3 1 2 0
1 2 1

x y x y
y x y x

ì ìï ï+ = - + - =ï ïÛí íï ï- = - = -ï ïî î
. 

Vì thế ta tách hệ phương trình ban đầu, và nhóm nhân tử như sau:

•	 Hệ phương trình đã cho 

( )
( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )

22

2 2

1 1 2 11 1 2 0

2 2 1 2 1 1 2

x y yx y x y

y x y x y x x

ìïìï - + = -- + - + - = ïïï ïÛ Ûí íï ï- + - = - - + = -ï ïïî ïî
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•	 Đến đây, ta sẽ đánh giá miền nghiệm: 

TH1. Nếu 
( ) ( )( )
( ) ( )( )

2

2

1 1 1 0 2 0 2
1

2 2 1 0 2

x y y y
x

y x y

ìï Þ - + > Þ - > Û <ïï> Þíï Þ - + > Û >ïïî
.

Hệ bất phương trình này vô nghiệm.

TH2. Nếu 
( ) ( )( )
( ) ( )( )

2

2

1 1 1 0 2 0 2
1

2 2 1 0 2

x y y y
x

y x y

ìï Þ - + < Þ - < Û >ïï< Þíï Þ - + < Û <ïïî

.

Hệ bất phương trình vô nghiệm

•	 Vậy 1; 2x y= =  là nghiệm duy nhất của hệ phương trình.

Bài toán kết thúc.

  Bài tập tương tự:

1.	Giải hệ phương trình 
( )

( )

2

2

2 1 4

3 2

x y x y

y x y x

ìï - + + =ïïíï - + = +ïïî
.

Đáp số: ( ) ( ); 1; 3x y = .

10

Giải hệ phương trình 
2 2 2 4

2 4
x y y

x y xy

ìï + + =ïíï + + =ïî
.

�� Giải

Cách 1: Hệ đã cho tương đương với ( )
( ) ( )

22 1 5

1 1 5

x y

x y x y

ìï + + =ïïíï + + + + =ïïî

.

Đặt 
( )

( )
( ) ( ) ( )2 22 2

1
1 1 2 1 2

1

u x y
x y x y x y u v

v x y

ìï = + +ïï Þ + + = + + - + = -íï = +ïïî
.

Thu được 
2 2 5

5
u v
u v

ìï - =ïíï + =ïî

( )2 2 3 2
2 5 5 2 15 0

5 10
u v

u u u u
u v
é = Þ =êÞ - - = Û + - = Þ ê =- Þ =ë

.

+ Giải 
( )

( )
1 3 1

2, 01 2

x y x y
x yx y

ìï é+ + = = =ïï êÛí êï = =+ =ï ëïî
.

+ Giải 
( )

( )
1 5

1 10

x y

x y

ìï + + =-ïïíï + =ïïî
 (vô nghiệm).

Vậy hệ phương trình có hai nghiệm ( )1; 1  và ( )2; 0 .

 Cách 2: Hệ tương đương với
2 2 2 4

4 2 2 8
x y y

x y xy

ìï + + =ïíï + + =ïî
.

Cộng vế với vế hai phương trình ta thu được
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( ) ( )2 2
4 12 0

6
x y

x y x y
x y
é + =ê+ + + - = Û ê + =-ë

.

+ Giải 
( )

22 1 1
2 22 4 2 0

x yx y x y
x x xx y xy x y

ìì éï + =ï + = = Þ =ïï êÛ Ûí í êï ï + - =+ + = = Þ =ï ïî ëî
.                 

+ Giải ( )
66

6 102 4
x yx y
x x xx y xy

ìì ï + =-ï + =- ïï Ûí íï ï + - - =+ + =ï ïî î
 (vô nghiệm).

Vậy hệ phương trình có nghiệm ( ) ( ) ( ); 1; 1 , 2; 0x y = .

Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp ẩn phụ sau đó từ ẩn phụ tìm ngược lại nghiệm 
của hệ phương trình. 

Ý tưởng: Sự xuất hiện của 2 2y y+  ở phương trình một của hệ, làm ta nghĩ đến hằng 
đẳng thức ( )22 2 1 1y y y+ + = +  hay nói cách khác, từ phương trình một ta có: ( )22 1 5x y+ + = .

Đây là phương trình có dạng là tổng các bình phương, dễ làm ta suy đoán đến hệ 
phương trình đối xứng loại I, tức là đặt ẩn phụ theo định lý Vi-ét (đặt tổng và tích) như sau: 

1u x y= + +  và ( )1v x y= + .

Nhưng đây cũng chỉ là suy đoán ban đầu, bây giờ ta sẽ đi xét phương trình hai để xuất 
hiện ,u v .

Thật vậy, ta có phương trình hai trong hệ tương đương với: 

( )2 4 1 1 5x y xy x y x y+ + = Û + + + + = .

Do đó hệ phương trình đã cho trở thành 
2 3 22 5

5 105
u vu v
u vu v

ì éï = Þ =- =ï êÞí êï =- Þ =+ =ï ëî
.

Thế ngược lại tìm hệ của phương trình ban đầu. 

Hoặc, ta có thể suy luận như sau: ta đi kết hợp cả hai phương trình trong hệ, vẫn với sự 
xuất hiện 2 2x y+  ở phương trình một, đồng thởi có tích ở phương trình xy  ta sẽ liên tưởng 
đến hằng đẳng thức ( )2

x y+ . Vì thế lấy phương trình hai nhân 2 rồi cộng với phương trình 

một ta được: ( ) ( )2 2
4 12 0

6
x y

x y x y
x y
é + =ê+ + + - = Û ê + =-ë

.

Thế ngược lại một trong hai phương trình trong hệ ban đầu để tìm nghiệm của hệ ban đầu. 

Bài toán kết thúc.

  Bài tập tương tự: 

1.	 Giải hệ phương trình 
2 2 4 1

3 3
x y y

x xy y

ìï + + =ïíï + + =ïî
.

Đáp số: ( ) ( ) ( ); 1; 0 , 2; 1x y = - .

2.	 Giải hệ phương trình 
2 22 4 0

3 2 0
x x y y

x xy y

ìï + + + =ïíï + + =ïî
.

Đáp số: ( ) ( ) ( ); 0; 0 , 1; 1x y = - .
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11 

Giải hệ phương trình ( )
3 3 2 2

2

6 8

xy x y

x y x y

ìï + =ïïíï + + =ïïî
.

�� Giải

Ta có: ( ) ( )33 3 3 36 3x y x y xy x y x y+ + = + + + = +

( )

2
2 2

2

2 328 8.x y
x y x y

æ ö÷ç ÷= =ç ÷ç ÷ç +è ø +
 (do 0x y+ ¹ )

( )5 2
32 1

1
x y

x y x y
xy

ìï + =ïÞ + = Û Û = =íï =ïî
.

Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp thế, sau đó đưa về phương trình có chứa 
mối liên hệ giữa ;x y và thế ngược lại một trong hai phương trình của hệ, tìm nghiệm của 
hệ ban đầu.

Ý tưởng: Đây là một hệ phương trình đối xứng, đồng thời lại xuất hiện tổng x y+  và tích 
xy nên ta nghĩ đến việc đặt ẩn phụ ( ;u x y v xy= + = ) nhưng việc phân tích 3 3x y+  theo ;u v 
sẽ gặp khó khăn. Hướng đi này không khả thi, quan sát kỹ một chút, ta thấy rằng  phương 
trình một có hằng số ( )2 xy x y= +  đồng thời hằng số 6 xuất hiện ở phương trình hai nên 
ta nghĩ đến chuyện thế, đồng thời chú ý đến hằng đẳng thức ( ) ( )3 3 3 3x y x y xy x y+ = + + + . 
Phương trình hai trong hệ tương đương với: ( )3 2 28x y x y+ =  mà 

2xy
x y

=
+

 suy ra 

( )5
32 2x y x y+ = Û + = . Khi đó hệ đã cho trở thành: 1

1
2

xy
x y

x y
ìï =ï Û = =íï + =ïî

.

Bài toán kết thúc.

  Bài tập tương tự: 

1.	Giải hệ phương trình 
( )

3 3 2 2

2 2 1

8 6 32

xy x y

x y x y

ìï + =ïïíï + + =ïïî
.

2. Giải hệ phương trình 
( )

3 3 2 2

2 4 1

8 6 32

xy x y

x y x y

ìï + =ïïíï + + =ïïî
.

12

Giải hệ phương trình 
2 2

3 3
3

x y xy
x y xy

ìïïíïïî

+ - =
+ + =

.	

�� Giải

Ta có: ( )( )3 3 3 1 0x y xy x y+ - = Û - - = .

+ Với 2 23 9 3 3 3 6 0x y y y y= Þ + + = Û + + =  (vô nghiệm).
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+ Với 2 2 1
1 1 3 2 0

2
x

y x x x x
x
é =ê= Þ + + = Û + - = Û ê =-ë

Đáp số ( ) ( ) ( ); 1; 1 , 2; 1x y = - .

Nhận xét: Phân tích nhân tử ở phương trình một, sau đó thế vào phương trình hai tìm 
nghiệm của hệ.

Ý tưởng: Đây là một bài toán rất dễ, khi ý tưởng tác giả đã cho lộ ngay từ phương trình 
một, vì đi từ đó ta có ( )( )3 3 3 1 0x y xy x y+ - = Û - - = .

Xét từng trường hợp một, thế vào phương trình hai Giải phương trình: bậc hai sẽ tìm 
được nghiệm của hệ phương trình. 

Bài toán kết thúc.

  Bài tập tương tự:

1.	Giải hệ phương trình 
2

2 2

2 2
4

x y xy x
x y x y

ìï + = +ïíï + + + =ïî
.

2. Giải hệ phương trình 
2

2 2 4
x y xy x
x y x y

ìï + = +ïíï + + + =ïî
.

13 

Giải hệ phương trình 
( )( )

2 2 2 2

2 21
2

4x y xy
x y x y

x y

ìïïïíï + +ïïî

+ =
=

.

�� Giải

+ Xét 0x y= =  là nghiệm.

+ Xét 0; 0x y¹ ¹  hệ Phương trình tương đương với: 

2 2 2 2

1 1 1 12 2 (1)

1 1 1 1 1 21 4 2 8 (2)

x y x y

x y xy x y xy

ì ìï ïï ï+ = + =ï ïï ïï ïï ïÛí íæ öæ ö æ öæ öï ï÷ ÷ ÷ ÷ï ïç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷+ + = + + =ï ïç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çï ï÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çï ïè øè ø è øè øï ïî î

.

Thay (1) vào (2) ta thu được 
3

1 1 2
1 1 8

1 1

x y
x y

xy

ìïï + =ïæ ö ï÷ ïç ÷+ = Ûç í÷ç ÷ ïçè ø ï =ïïïî

1x yÛ = = .

Nhận xét: Bài toán sử dụng phép chia các biến, sau đó kết hợp hai phương trình tìm mối 
liên hệ giữa hai biến để tìm nghiệm của hệ phương trình.

Ý tưởng: Quan sát thấy hệ phương trình có dáng dấp của hệ phương trình đối xứng 
loại hai, tức là sự xuất hiện của tổng x y+  và tích xy sẽ làm ta nghĩ đến phép đặt Viet 
là ;S x y P xy= + =  để từ đó giải hệ hai ẩn ,S P . Nhưng nếu làm như thế ta thu được hệ 
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( )

2 2

2

2 2
1 4

S P P
S P P

ìï - =ïïíï + =ïïî
, hệ này giải bằng phương pháp thế sẽ thu được phương trình lũy thừa bậc 4 

phức tạp, vì thế ta sẽ nghĩ đến phương án khác đó chính phương pháp “ chia để trị “. Trước 
hết là xét phương trình hai, vế trái của nó xuất hiện tích đồng thời vế phải cũng xuất hiện 
tích số dạng .xy xy. Do đó ta sẽ nghĩ đến việc chia một biểu thức bên vế trái cho xy  và ta được 

như sau: 1 1 11 4
x y xy

æ öæ ö÷ ÷ç ç÷ ÷+ + =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè øè ø
. Phương trình này chủ đạo là hai biến 1 1;

x y
 vì vậy ta cũng chia 

phương trình một để xuất hiện hai biến này, đó là 
2 2

1 1 2
x y

+ = . Và nếu đặt 1
1

ax
by

ìï =ïíï =ïî
 hệ phương 

trình đã cho trở thành 
( )( ) ( )( )

2 2 2 22 2
1 4 2 2 4

a b a b
a b ab a b ab

ì ìï ï+ = + =ï ïï ïÛí íï ï+ + = + + =ï ïï ïî î

( )( ) ( )

2 22 2

32 2

22

2 4 8

a ba b

a b a ab b a b

ìì ïï + =+ = ïïï ïÛ Ûí íï ï+ + + = + =ï ïïî ïî
2 2 2 1 11 1 1

2
a b

a b x y
x ya b

ìï + =ïÛ Þ = = Û = = Û = =íï + =ïî

Bài toán kết thúc.

  Bài tập tương tự: 

1.	Giải hệ phương trình 
( ) ( )
( )( )

2 2

2 2

1 1 27

1 1 10

x y xy

x y xy

ìï + + =ïïíï + + =ïïî

.

Đáp số: ( ) ( )1 1; ; 2 3 , 2; 2 3 , 2 3;
2 2

x y
æ ö æ ö÷ ÷ç ç= ± ± -÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è ø

.

2.	Giải hệ phương trình 
( )

( )

3
3 3

2
2 2

11 16

11 8

x y
xy

x y
xy

ìï æ öï ÷çï ÷+ + =çï ÷ç ÷ï çè øïïíï æ öï ÷çï ÷+ + =çï ÷çï ÷çè øïïî

.

14

Giải hệ phương trình 
( )
( ) 3 3

2

9 3 6 26 2

xy x y

xy x y x y

ìï + =ïïíï - + = -ïïî
.

�� Giải

Hệ phương trình đã cho tương đương với:

( )
( )3 3 3 3

2

6 27 9 3

xy x y

x y x y xy x y

ìï + =ïïíï + + = - - -ïïî

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )3 3 33 3

2 2

3 3 3

xy x y xy x y

x y xy x y x y x y x y

ì ìï ï+ = + =ï ïï ïÛ Ûí íï ï+ + + = - + = -ï ïï ïî î
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( )
( )

2
1

23

x yxy x y
x y

xy x yx y x y

ì ìï ï =+ =ï ïÛ Û Û = =í íï ï + =+ = -ï ïî î
.

Vậy nghiệm của hệ là 1x y= = .

Nhận xét: Bài toán sử dụng phép thế hằng số từ một phương trình vào phương trình còn 
lại sau đó sử dụng hằng đẳng thức tìm nhân tử.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:  

•	 Hằng đẳng thức bậc ba: ( )3 3 3 2 2 2 2 3 33 3ax by a x a bx y ab xy b y+ = + + + .
•	 Phương trình dạng: ( ) ( ) ( ) ( )3 3; ; ; ;f x y g x y f x y g x y= Û = .

Ý tưởng: Ở cả hai phương trình của hệ, các biến ;x y  đều nằm trong các biểu thức bậc 3. 
Và đặc biệt là cả hai phương trình cũng đều chứa hằng số. Vì vậy nếu thế hằng số này vào 
hằng số của phương trình kia thì rõ ràng ta sẽ thu được một phương trình bậc ba đẳng cấp 
của hai biến ;x y . 

Cụ thể như sau: ( ) ( ) 3 39 3 3 26 2xy x y xy x y x y- + + = -  (*)
3 2 2 3 3 2 2 33 3 27 27 9x x y xy y x x y xy yÛ + + + = - + -

( ) ( )3 3
3 3x y x y x y x y x yÛ + = - Û + = - Û = .

Tuy nhiên, phương trình (*) là một phương trình đẳng cấp bậc ba nếu ta chia phương 
trình cho 3y , sẽ thu được một phương trình bậc ba. Ta có thể sử dụng máy tính cầm tay để 
giải quyết phương trình đó. Với x y= , thế ngược lại phương trình một ta sẽ tìm được nghiệm 
của hệ là 1x y= = .

Bài toán kết thúc.

  Bài tập tương tự:

1.	Giải hệ phương trình: ( )
2 2 2

2 3

4 3 4

y x y

x xy x y

ìï + =ïïíï + + = +ïïî

Đáp số: ( ) ( ) 2 15 15 2 15 15; 0; 3 , ; , ;
5 5 5 5

x y
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç= ± - -÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è ø

2.	Giải hệ phương trình: 
( )( )

2 2

4

2

1 32

x y

x y xy

ìï + =ïïíï + + =ïïî
Đáp số: 1x y= = .

15

Giải hệ phương trình 2 2

3
2 1 2 2

x y xy
xy x y

ìïïïíïïïî

+ + =

- + - =
.

�� Giải

Điều kiện: 1 2
2

xy£ £ .
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Ta có 2 2 2 2 2 2 2 22 1 12 1 2 2 2
2

xyxy x y x y x y x y- +
- + - £ + - = + -

2 2 2 222 2
2

x y x y+ -
£ = .

Từ hệ suy ra 1xy =  và thu được hệ tương đương 
1

1
2

xy
x y

x y
ìï =ï Þ = =íï + =ïî

.

Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp đánh giá phương trình hai (cụ thể là bất đẳng 
thức Cô-si) tìm mối quan hệ giữa các biến, sau đó thế ngược lại vào phương trình một tìm 
nghiệm của hệ phương trình.

Ý tưởng: Quan sát hai phương trình của hệ, ta thấy rằng phương trình hai là phương 
trình chứa căn thức và chỉ có một ẩn xy vì thế ta sẽ đi khai thác nó. Nhưng vấn đề là khai thác 
như thế nào, nếu bình phương hai vế hai lần sẽ đưa ta đến phương trình bậc bốn như vậy 
càng đưa về bậc cao sẽ càng khó làm. Do đó, ta sẽ nghĩ đến hướng đánh giá cụ thể ở đây là 
sử dụng bất đẳng thức Cô-si vì ta nhẩm được nghiệm 1xy = . 

Với 1xy =  thì 2 1 1xy- =  và 2 22 1x y- =  vì vậy ta sẽ áp dụng bất đẳng thức Cô-si để 
dấu bằng xảy ra như sau:

2 2
2 2

2 2 2 2
2 2

12 1 1 2 2 1 2 1
2

1 32 1 2 2 1
2 2

x yxy xy xy xy x y

x y x yxy x y xy

+
- + ³ - Û - £ = £

+ -
Þ - + - £ + = Þ =

Với 1xy =  thế vào phương trình một của hệ, ta có 2
1

x y
xy

ìï + =ïíï =ïî
.

Bài toán kết thúc.

  Bài tập tương tự:

1.	Giải hệ phương trình 
2 2

2 2

3
2 1 2 2

yx
xy x y

ìï +ïïíïïïî

=

- + - =
.

2.	Giải hệ phương trình 2 2

1
4 1 2 4 2

x y xy
xy x y

ìïïïíïïïî

+ + =

- + - =
.

16

Giải hệ phương trình
2 2

2 2

1
2 2 5 3

x xy y
x xy y x y

ìïïïíïïïî

- + =
+ - = - -

.

�� Giải

Cộng hai phương trình ta có: 

( )( )2 22 5 2 0 2 2 1 0x xy y x y x y x y+ - - + + = Û + - - - = .

+ TH1: 
2 2

2 2
1

11
x y x y

x y
xyx xy y

ì ìï + = ï + =ï ïÛ Þ = =í íï ï =- + =ï ïîî
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+ TH2: ( ) ( )22
2 2

2 1
2 1 2 1 1

1
x y

x x x x
x xy y

ìï - =ï Þ - - + - =íï - + =ïî

2 0 1
3 3 0

1 1
x y

x x
x y
é = Þ =-êÛ - = Û ê = Þ =ë

.

Đáp số: ( ) ( ) ( ); 1; 1 , 0; 1x y = - .

Nhận xét: Kết hợp giữa hai phương trình của hệ, đưa về một phương trình xét   chính 
phương, từ đó tìm mối quan hệ giữa hai biến rồi thế ngược lại một trong hai phương trình 
của hệ tìm nghiệm.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:   

•	 Cách Giải phương trình: bậc hai tổng quát ( )2. . 0 0a t b t c a+ + = ¹ .

•	 Đưa hệ phương trình đã cho về dạng 
( )
( )

; 0

; 0

f x y

g x y

ìï =ïïíï =ïïî
•	 Giả sử tồn tại k Î  sao cho ( ) ( ); . ; 0f x y k g x y+ =  ( i ). Coi phương trình ( i ) là phương 

trình bậc hai ẩn x  hoặc ẩn y , sau đó xét   sao cho   là một số chính phương, từ đó sẽ tìm 
được k Î  cũng như mối quan hệ giữa ;x y .

Ý tưởng: Hai phương trình của hệ khá tách biệt, ở phương trình một rõ ràng không thể 
tìm được mối quan hệ giữa ;x y , nên ta xét phương trình hai. Nó rắc rối hơn một chút, thậm 
chí còn xuất hiện đầy đủ các biến số. Do đó ta thử cách xét   phương trình hai xem thế nào. 
Bây giờ coi nó là phương trình bậc hai ẩn x , ta có: 

( )2 2 2 22 2 5 3 2 5 2 3 0x xy y x y x y x y y+ - = - - Û + - - + + =

( ) ( )2 2 22 5 4 2 3 12 24 13x y y y y yÞD = - + - - = - + .

Rõ ràng   không thể chính phương, nên ta đã thất bại ở lối tư duy này. Vậy còn lại đó 
chính là cách kết hợp cả hai phương trình để đưa ra một phương trình có   chính phương. 
Ta làm như sau:

•	 Đưa hệ đã cho về dạng 
2 2

2 2

1 0
2 2 5 3 0

x xy y
x xy y x y

ìï - + - =ïíï + - - + + =ïî
•	 Giả sử tồn tại k Î  sao cho: 

( )2 2 2 21 2 2 5 3 0x xy y k x xy y x y- + - + + - - + + =

( ) ( ) ( )2 21 2 5 1 2 3 1 0k x yk y k x k y ky kÛ + + - - + - + + - =  ( i ).
Coi ( i ) là phương trình bậc hai ẩn x, khi đó: 

( ) ( ) ( )2 22 5 4 1 1 2 3 1x ky y k k k y ky ké ùD = - - - + - + + -ê úë û

( ) ( ) ( )( )2 2 2 212 3 6 24 25 4 1 3 1k y k k y k k k= - - - + - + - .

Để xD  là một số chính phương thì trước hết hệ số của 2y  cũng phải là số chính phương, 
tức là chúng ta cần đi giải phương trình nghiệm nguyên 2 212 3k m- = . Dễ dàng tìm được 

2

1
9

k
m

ìï =ïíï =ïî
 nên thử lại, ta sẽ có được ( )229 18 9 3 3x y y yD = - + = - . 
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•	 Vậy nên, dựa vào nghiệm của phương trình bậc hai, suy ra:

( i ) ( )2 2

5
42 5 2 0

5
4

x

x

y
x

x y x y y
y

x

é - + Dê =ê
êÛ + - - + + = Û ê - - Dê
=ê

êë
5 3 3

2 1 04
5 3 3 2 0

4

y yx x y
y y x yx

é - + -ê = é - - =ê êÛ Ûê êê - + - + - =ë=ê
êë

.

•	 Từ đó thế ngược lại vào một trong hai phương trình của hệ để tìm nghiệm của hệ 
phương trình.

Bài toán kết thúc.

  Bài tập tương tự:

1.	Tìm nghiệm dương của hệ phương trình 
2

2

3 2 1
2 2 3 1
x xy x

y xy x y

ìï + + =ïíï + + = +ïî

Đáp số: ( ) 5 1 5 1; ;
4 4

x y
æ ö- - ÷ç ÷ç= - ÷ç ÷ç ÷è ø

, 7 41 7 41;
2 2

æ ö- - ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷è ø
, 7 41 7 41;

2 2

æ ö+ + ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷è ø
.

2.	Giải hệ phương trình ( )2 2

4 2 2 24 3 0

x y x y y

x x y x y

ìï - + + =ïïíï - + + =ïïî

Đáp số: ( ) ( ) ( ) ( ); 0;0 , 1; 2 , 2; 2x y =


